I1.2.1 Kitle Temel Bilesenleri

X = [X1X2 Xp]: p X 1 boyutlu rastgele degiskenleri vektoriiniin olusturdugu kitle igin kitle

ortalama vektorii E()_() = ppx1, kitle varyans-kovaryans matrisi Cov(g) =X:pXpve

kitle korelasyon matrisi Kor(X) = cov(Z) = p : p x p olsun. X, (k = 1,p) degiskenlerinin
ayni tiirden (veya farkli tiirden) 6lglim birimlerine sahip oldugunu ve ¥ matrisinin (veya p

matrisinin) de biliniyor oldugunu kabul edelim. Eger Xy, (k = 1,p) degiskenleri ayni tiirden

Ol¢tim birimlerine sahipse, TB’ler X matrisine ait bilgi kullanilarak elde edilir. Eger X, (k =
1,p) degiskenleri farkli tirden 6lciim birimlerine sahipse, TB’ler p matrisine ait bilgi
kullanilarak elde edilir. TB’ler, cebirsel anlamda birbirleri ile iliskili olan X, (k = 1,p)
degiskenlerinin [veya Zy, (k = 1,p) degiskenlerinin] dogrusal fonksiyonlari olacagindan, j-

nci TB; eger X matrisine ait bilgiler kullanilacaksa

Yj = EIJX = aj1X1 + aj2X2 + -+ aj po ) ] = 1, 2, P (27)
seklinde, eger p matrisine ait bilgiler kullanilacaksa

Yj = gljz = ajlzl + aj2Z2 + -+ aj pr ) ] = 1, 2, Y (28)
seklinde yazilabilir. Bu durumda j-nci TB’nin varyansi; Esitlik (2.7)’ye gore;

Var(Y;) =Var(a';)X) = a’jVar(X)a; =a';Za;j=1,2,..,p (2.9)
iken, Esitlik (2.8)’e gore:

Var(Y;) =Var(a';Z) = a';Var(Z)a; =a'jpa;j=12,..,p (2.10)

olarak elde edilir. Ayrica j # t olmak iizere j-nci TB ¥; = a@’;X (veyaY; = a';Z ) ile t-nci TB

Y; = a'.X (veyaY; = a'.Z ) arasindaki kovaryans, £ matrisine ait bilgiler kullanildiginda;
Cov(Y;,Y,) = Cov(a';X,a'X) =a’jCov(X)a, =a'Za,,j#t=1,2,..,p (2.11)
iken, p matrisine ait bilgiler kullanildiginda;

Cov(Y;,Y;) = Cov(a';Z,a"Z) = a'iCov(Z)a, =a'jpa,,j#t=12,..,p (2.12)
olacaktir.

Esitlik (2.7) veya Esitlik (2.8) ile tanimlanan TB’lerin elde edilmesinde izlenecek yol su
sekildedir:



1-nci TB: Y, = a’, X (veya Y; = a',Z) ile gosterilirse, bu TB a@’;a; = 1 yan sart1 altinda en

biiylik varyansa sahip olan Y;, (j = 1, 2, ..., p) dogrusal bagintis1 olmalidir.

2-nci TB: Y, = a’,X (veya Y, = a',Z) ile gosterilirse, bu TB a’,a, =1 ve a’,a; = 0 yan
sartlar1 altinda Y;den sonra ikinci en biiyiik varyansa sahip olan Y}, (j = 1,2, ...,p) dogrusal

bagintis1 olmalidir.
Bu sekilde devam ederek;

j—nci TB:Y; = a’;X (veya Y; = a’;Z) ile gosterilirse, u TB aja; =1vet =1,2,..,(j —
1) olmak iizere tiim (j, t ) ikilileriigin @’;a, = 0 yan sartlari altinda Y3, Y5, ..., ¥(j_1) den sonra

j-nci en biiyiik varyansa sahip olan Y;, (j = 1,2, ..., p) dogrusal bagintis1 olmalidir.

Bu yolla olusturulacak olan p tane TB i¢in dogal olarak p-nci TB olan ¥, = a",X (veya Y, =
ayZ), ajya,=1vet=1,2,..,(p — 1) olmak iizere her (p, t ) ikilileri i¢in a’,a, = 0 yan
sartlar1 altinda Y3, Y5, ..., Y(,,—1)’den sonra j-nci en biiyiik varyansa bir diger ifadeyle en kiigiik

varyansa sahip olan Y, dogrusal bagintisidir.

Bu sekilde elde edilen TB’lerin hepsi birlikte diisiiniildiiglinde, Esitlik (2.7) ile gosterilen TB’ler

matris formunda;

Y = AX (2.13)

seklinde veya Esitlik (2.8) ile gosterilen TB’ler matris formunda;

Y=AZ (2.14)
seklinde ifade edilebilir. Burada Y’ = [Y1 Y, .. Yp]: 1 X p boyutlu TB’ler vektorii iken
[Ell] A1 Az 0 Ay
A= 2:2 = |92 G2 : T G :p X p boyutlu TB’ler katsayilar matrisidir.
a, Gp1 Gpz2  ** App

TB’lerin elde edilmesindeki yan sartlar dikkate alindiginda; a’;a , = {%)" ]J : fllsss , (Gt =
1,2, ...,p) oldugundan, her bir TB i¢in katsay:1 vektorleri birim-normal vektorlerdir. Yani bu
vektorler birim uzunluga sahip ve birbirlerine dik (ortoganal) vektorlerdir. Bu sebeple A matrisi
bir ortogonal matristir. Buna gore birbileri ile iliskili olan degiskenlerin (X, k =

1,2,..,pveyaZy,k = 1,2, ..,p) olusturdugu sistemden, TB’leri elde edebilmek i¢in X (veya



Z ) degiskenler vektoriinii soldan bir ortogonal matris ile ¢arpmak gerekir. Bu takdirde elde

edilecek olan TB’ler birbirleri ile iliskisiz olacaktir.

Esitlik (2.13) [veya (2.14)] ile elde edilen TB’ler vektoriiniin ortalama vektorii ile varyans-

kovaryans matrisi sirastyla (kitle i¢in);

E(Y) = AE(X) = Ap ve

o 0 - 0]
Cov(Y) = Cov(AX) = Acov(X)A’ = AxA’ = |° % T 0| (2.15)
oo - o]
iken, E(Y) = AE(Z) = 0 ve
[01;1 o - 0]
Cov(Y) = Cov(AX) = Acov(X)A' = ApA’ = IO %, 7 OI (2.16)
0 0 alpr

olacaktir. Ozellikle TB’lerin kovaryans matrislerinin elde edilmesinde A matrisinin ortogonal

oldugu dikkate alinmustir.

Simdi once Esitlik (2.7) ile verilen TB’leri temsilen Y = a’'X dogrusal bagintisini ele alalim.
Bu dogrusal bagnti i¢in Esitlik (2.9) geregince Var(Y) = a’X2a olacaktir. Birinci TB’ni
bulmak i¢in bu varyansi, a’'a = 1 yan sart1 altinda maksimize etmeliyiz. Burada hem amag
fonksiyonu olan Var(Y) hem de yan sart olan a’a = 1 ifadesi ikinci dereceden terimler
oldugundan bu optimizasyon probleminin ¢6ziimiinde Lagrange c¢arpanlari yonteminden

yararlanilir. Bu yonteme gore A > 0 Lagrange ¢arpani olmak iizere Lagrange fonksiyonu,
L(a,2) =Var(Y) - A(@'a—1)=a'%a—A(a'a-1)

olacaktir. Bu fonksiyonun a vektoriine gore tiirevi alinirsa;

a
i: 2%a-21a=2(E-2U,)a=0 =
(Z-2,)a=0 (2.17)

elde edilir. Burada @ # 0 oldugundan |Z — AI,| =0 olmak zorundadir. Bu esitligin sol

tarafindaki determinantin degeri A’ya gore p-nci dereceden bir polinom olup, bu polinomun



kokleri (p-tane), X matrisinin 6zdegerleridir. £ matrisi simetrik ve pozitif tanimli oldugundan,
ozdegerleri 44 > A, > -+ > A, = 0 siralamasina uygundur. Elde edilen 4; (j = 1,2, ...,p)
0zdegerleri Esitlik (2.17)’de yerine yazilmak suretiyle olusturulacak olan; (Z — Ajlp)g =0
homojen lineer denklem sisteminin ¢dziim vektorii £ matrisinin A; 6zdegerine karsilik gelen

birim normal 6zvektorii olacaktir. Bu 6zvektor a jile gosterilir. Oyle ki; j,t =1,2,..,pi¢in

ozelligi saglanir. ¥ matrisinin 6zdegerler matrisi A = K 65[/11,&2, - Ap] ile 6zvektorler
[4]

matrisi de A = |£’2 | ile gosterilirse, X matrisi 6zdegerleri ve 6zvektorleri cinsinden;
lg';,|

T =AAA (2.19)

seklinde yazilabilir. Bu yazilisa ¥ matrisinin Spektral Ayrisimi denir.

Sonug olarak Esitlik (2.7) ve (2.9) dikkate alindiginda j-nci TB; a@';, £ matrisinin 4; 6zdegerine
karsilik gelen birim normal 6zvektér olmak {izere; ¥; = a';X dogrusal bagmtisidir. Bu TB’nin

varyanst;

Var(V;) =Var(a';X)=a'2a; =2 ,(j=1,2,..,p) (2.20)
dir. Gergekten; Esitlik (2.19) dikkate alindiginda AX = AA’AA ve A ortogonal oldugundan
AA' =1, ve boylece AX=AA = g'jZ = Ajg'j ,(G=1,2,..,p) oldugundan, Esitlik
(2.18)’den Var(Y;) = a';xa ; = A;a’;a ; = A; bulunur. Buna gére her bir TB, X matrisinin bir
(A, a;),(j=1,2,..,p) dzdeger-6zvektor ikilisi ile ilgilidir. Yani;

1.TB = Y, = a1 X, Var(vy)) = X,

2.TB = Y, =a’,X, Var(,) = 1, (2.21)

p.TB = Y, =a’, X, Var(Y;) =1,
olacaktir. Ustelik j # k = 1,2, ..., p i¢in Esitlik (2.11)’e gore; Esitlik (2.19) ve (2.18)’den

Cov(Y;,Y) = a';Zay = ;a’;a; = 0 elde edilir, yani TB’ler iliskisizdir. Ayrica Esitlik (2.15)
ve (2.19) dikkate alindiginda A matrisinin ortogonal olmasi sebebiyle TB’ler i¢in kitle varyans

kovaryans matrisi:



Ty = AXA' = AAAAA’ = A = Kos5[A, 25, ..., Ap) (2.22)
olup, bdylece j = 1,2, ...,p igin a,?}. = Var(Yj) = 1, elde edilir.

Simdi de Esitlik (2.8) ile verilen TB’leri temsilen Y = a’Z dogrusal bagintisini ele alalim. Bu
dogrusal bagnti i¢in Esitlik (2.10) geregince Var(Y) = a’pa olacaktir. Birinci TB’ni bulmak
icin bu varyansi, @a’'a = 1 yan sart1 altinda maksimize etmeliyiz. Burada hem amag fonksiyonu
olan Var(Y) hem de yan sart olan a’a = 1 ifadesi ikinci dereceden terimler oldugundan bu
optimizasyon probleminin ¢6ziimiinde yine Lagrange ¢arpanlari yonteminden yararlanilir. Bu

yonteme gore A > 0 Lagrange carpani olmak iizere Lagrange fonksiyonu;
L(a,2) =Var(Y) - A(a'a-1)=a'pa—A(a'a-1)

olacaktir. Bu fonksiyonun a vektdriine gore tiirevi alinirsa;

9
£= 2pa—21a=2(p—Al,)a=0 =
(p—Alp)a=0 (2.23)

elde edilir. Burada a # 0 oldugundan |p—/11p| = 0 olmak zorundadir. Bu esitligin sol
tarafindaki determinantin degeri A’ya gore p-nci dereceden bir polinom olup, bu polinomun
kokleri (p-tane), p matrisinin 6zdegerleridir. p matrisi simetrik ve pozitif tanimli oldugundan,
ozdegerleri Ay > A; > -+ > A4, = 0 siralamasina uygundur. Elde edilen 4; (j = 1,2, ...,p)
ozdegerleri Esitlik (2.23)’de yerine yazilmak suretiyle olusturulacak olan; (p - ljlp)g =0
homojen lineer denklem sisteminin ¢dziim vektdrii p matrisinin A; 6zdegerine karsilik gelen

birim normal 6zvektorii olacaktir. Bu 6zvektor a jile gosterilir. Oyle ki; j,t =1,2,..,pi¢in

1, j=t = =1

o, = J ' ||£1|| (2.24)

=)= 0 j#t 2a;la,

ozelligi saglanir. p matrisinin 6zdegerler matrisi A = Kés[/ll,/lz, N Ap] ile ozvektorler
[a1]

matrisi de A = lgzz} ile gosterilirse, p matrisi 6zdegerleri ve 6zvektorleri cinsinden;
a

p=AAA (2.25)

seklinde yazilabilir. Bu yazilisa da p matrisinin Spektral Ayrigimi denir.



Sonug olarak Esitlik (2.8) ve (2.10) dikkate alindiginda j-nci TB; @';, p matrisinin 4; 6zdegerine
kargilik gelen birim normal 6zvektor olmak iizere ¥; = a’;X dogrusal bagintisidir. Bu TB’nin

varyanst;
Var(Y;) =Var(a';X)=a’jpa; =24,( =12, ..,p) (2.26)
dir. Gergekten; Esitlik (2.25) dikkate alindiginda Ap = AA’AA ve A ortogonal oldugundan
AA' =1, ve boylece Ap=AA = a’p=Xa;,(j=12,..,p) oldugundan, Esitlik
(2.24)’den Var(Y;) = a’;pa ; = A;a’;a ; = A; bulunur. Buna gore her bir TB, p matrisinin bir
(A, a;),(j=1,2,..,p) dzdeger-6zvektér ikilisi ile ilgilidir. Yani;

1TB = Yl = gllz, VaT(Yl) = /11 \

2.TB = Y, = a,Z, Var(Y,) = 4, } (2.27)

p.TB = Y, =a\,Z, Var(¥,) = 1,)

olacaktir. Ustelik j # t = 1,2, ..., p icin Esitlik (2.12)’ye gore; Esitlik (2.25) ve (2.24)’den

Cov(Y;,Y,) =a';pa, = L;aja, =0 elde edilir, yani p matrisi kullanilarak standart
degiskenlerin dogrusal fonksiyonlari seklinde elde edilen TB’ler de iliskisizdir. Ayrica Esitlik
(2.16) ve (2.25) dikkate alindiginda A matrisinin ortogonal olmasi sebebiyle TB’ler i¢in kitle

varyans kovaryans matrisi:
Iy = ApA' = AA'AAA’ = A = K6$[A4, 25, ..., 2] (2.28)

olup, boylece j = 1,2, ..., p igin 0,?}, = Var(Y;) = A elde edilir.



