1.2 PARAMETRE TAHMINI

Sabit etkili dengeli tek yonlii varyans analizi modeli i¢in model denklemi:
in =[.l+T]+S]l ,j=1,2,...,k;i=1,2,...,n (22)

olup, burada é&; i~BND(0, 02) oldugu varsayilir. Bu nedenle model parametrelerinin

tahmini hem En Kiiciik Kareler (EKK) yontemi ile hem de En Cok Olabilirlik (ECO) yontemi
ile yapilabilir. Her iki yontemde ayn1 tahmin edicileri vermektedir. EKK yontemi Hata Kareler
Toplamini (HKT) minimize ederek parametreleri tahmin etmeyi amacglarken, ECO yontemi
olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek parametreleri tahmin etmeyi amaglamaktadir.
Hatalar iizerindeki varsayim geregince EKK tahmin edicileri en giiclii tahmin edicilerdir.

Burada model parametreleri it , T; ve y; _ile hata varyansi o ’nin EKK tahmin edicileri elde
edilecektir.

2
HKT = Z =1 2i=1 ]z = ?:1 Z?=1(3’ji —u .~ Tj) (2.3)
{ —parametresinin tahmini:

OHKT

- (DT —A —7)=0 =
121 1y Jji —knj  — nZ =0 = Z 1T = 0 oldugu dikkate alindiginda
A T. —
K. = 121 1Yji= 5 = Y. . (2.4)
elde edilir.

pj —parametresinin tahmini: Once Esitlik (2.3)’de Tj = WUj, — W yazarak HKT yeniden
ifade edilirse;

— k
HKT—Z 121 1 ]l_ j=12?=1(yji_#.. T]) l 1(y]l_.u.._
2
(,Ll ji.— K )) = ;c:l Z’iLl(yﬁ — U ) olur. Simdi bu ifadeyi minimize edecek seklide
Y . parametresi tahmin edilebilir.

OHKT

ou; :L,[Z?=1Z?=1(yji_.u ] [Z 1(y]l uj ) ]_
(DX —8;) =0 = Sy —nil; = 0= fi; =~ 3L,y elde edilr

Buna gore:

1 T, .
i r 1y]l—%=Yj_ Jj=1,2,...k (2.5)

bulunur.



aHKT

[Z] 12 1(3’]1_
o)’ ]=0 oma = S[ZL(u-n. r,) ]—( 2) S (v — A

A A 1 A ..
T]) 0 =X y—nh —nt;=0=1 = - i=1Yji — A . olup, bdylece;

Tj—parametresinin tahmini: Esitlik (2.3) den

elde edilir.
- parametresinin tahmini: E(¢) = 0 oldugundan hata varyansi, 62 = Z =1 N 1(511

) =%z} Dy ( —u —T]) olup, EKK tahmin edicsi

1 k n N N\2 1 k n — — —\2
63y = sz=1zi=1 (yji —u - Tj) = sz:lzi=1 (yji -Y - Yj- + Y)

A2y — 1 v
GHn=5 Fa Xt (i —Y;) (2.7)
olarak bulunur.

Teorem 11.1 Esitlik (2.7) ile verilen (62), tahmin edicisi, 62 parametresi i¢in yanl bir tahmin
edicidir. g2 parametresi i¢in yansiz bir tahmin edici:

— 2
K, (vi-Y))
N—k

= HKO =

(2.8)
dir.
Ispat: Esitlik (2.2) ile verilen model igin £;~BND(0, o?) ve bdylece ¥;; ~BND (,u__ +
2
7, 0'3) dir. Burada 62 = E (yji —E (yji)) =E (yji e Tj)z dir. Simdi (62) tahmin
edicisi, 02 parametresi igin yanl bir tahmin edici oldugunu gosterelim.
E[(62)y] E[ S (v = V) | = 2 S S E (3 = 7))
— 2
=3B S E [ — 1~ 1) = (V). — 1.~ 1))
1 2 2
= —Zl'c=1 Qi1 E(yji —H. Tj) -y ?:1 i1 E(}’ji —H. TJ)(Y —H. T T')
2 N 3 2 =
+-3k 1715( TH —Tj) = —=— —Z’?=1E[nY-_ —nu, —nt;| (Y, —p. — 1)

+ 235 -1 —1) = o ——z LBV - —n) = k- Ei T =




ko?  N-k . o - .
o2 — NE = TO}SZ # 02 oldugundan (62), tahmin edicisi, 02 parametresi igin yanh bir

tahmin edicidir.

Eger yanlilik diizeltmesi yapilirsa,;

A~ N—k N ~2 N .
El@D] =02 = 2 £[(37) | = 02 = B[ (62] = 0% olup,

~ N . _ N 1¢k n v V2 - 1 k n v \?

6? = N—k CANE N—k N &J=1 Zi:]_(yji - Yj.) = mzj':1 Zi:1(in - Yj_)
_ HKT o . . o
v HK QO tahmin edicisi, 0/ parametresi i¢in yansiz bir tahmin edicidir.

11.3 HIPOTEZ TESTI

Esitlik (2.2) ile verilen sabit etkili dengeli tek yonlii varyans analizi modelinde (sabit etkili
dengeli tamamen rastgele kisitlayicisiz deney tasarim modelinde), amag¢ denemeler (bagimsiz
gruplar veya faktor diizeyleri) arasinda ortalamalar bakimindan anlamli bir farklilik olup
olmadigini test etmektir. Bu amacla test edilecek hipotezler:

Horpyy, = pp == U, = U

H,: 3 u; digerlerinden farkhdir (2.9)
veya

Hyti=1,==17,=0

H,: 3 1; digerlerinden farkhidir (2.10)

seklinde ifade edilir. Bu hipotezleri test etmek icin gerekli olan test istatistigi iki farkli yolla
tiretilebilir.

(1) Toplam degisimin (varyansin) bir 6l¢iisli olan genel kareler toplamini (KTgepe;), Dirbirinden
bagimsiz iki varyans kaynagina par¢alamak suretiyle

(i1) Sifir hipotezi altindaki indirgenmis modele ait hata kareler toplamini ile tam modele ait hata
kareler toplami1 arasindaki farka dayandirmak suretiyle

I1.3.1 Genel Kareler Toplaminin Par¢alanmasi

Tablo 2.2 ile verilen veri diizeni i¢in genel kareler toplami

— {2
KTGener = 5’c=1 Z?:l(yji - Y..) (2-11)

esitligi ile verilir. Bu esitlikte parantez igerisine j. nci deneme i¢in 6rnek ortalamasi olan 7]-_
bir eklenip, bir ¢ikartilirsa, genel kareler toplama:

KTgener = Z?:l 2?:1[(yji - 7}) + (?] - ?)]2



_ZJ 12 1(3’11 Y) + ZJ 12 1(Y _Y) + 221 12 1(3’11 71'.)(71'._?.-) (2.12)

yazilabilir. Bu esitlikteki ikili ¢arpim teriminin degeri sifirdir. Gergekten;
v v V) — vk v v —
a2t (v =Y )Y =Y ) =2 (Y Y ) (i - Y ) =

(V. =Y )(Zhaye —n¥;) =Zfa(Y; —Y.)(nY; —n¥; ) =0
oldugu goriilmektedir. Boylece Esitlik (2.12);

— 2 — —\2
KTgener = Xjo1 Xima (Vi = ¥;.) + Efzan (V. V) (2.13)
seklinde ifade edilir. Eger;

— — —\2
KTpeneme = Zk 12 1(Y Y..)Z = 2}:1 n (Y] - Y) (214)
KTyaa = 25, 50 (v, — 7))’ (2.15)

tanimlanirsa, Esitlik (2.13) kisaca;

KTGenel = KTDeneme + KTHata

olarak ifade edilir. Burada Esitlik (2.11), (2.14) ve (2.15) sirasi ile genel 6rnekleme ait toplam
varyansin, denemelere ait varyansin ve hata terimlerine ait varyansin pay kismini ifade eder.
Bu esitlikler ilgili kareler toplamlari i¢in tanimlama formiilleri olarak bilinir ve hesaplamalarda
genellikle agsagidaki formiille tercih edilir.

T2

KTgener =Z] 1 2= 1y]1 Y (2.16)
72
KTDeneme Z} 175, n Tﬁ (217)
72
KThata = Z _12= 1)’11 Z] 1n (2.18)

Kareler toplamlar1 kendi serbestlik derecelerine boliindiiglinde varyanslar ya da kareler
ortalamalar) elde edilir. Boylece Esitlik (2.2) ile verilen modelde, (2.9) veya (2.10) ile verilen
H, hipotezini test etmek i¢in;

KTDeneme/( _1) KOpeneme
Fpeneme = KTHata/ (2.19)
(N—k)

KOpata

test istatistigi kullanilir. Hy hipotezi altinda test istatistiginin alabilecegi deger:

_ KOpeneme
F = S ohenen (2.20)

olacaktir. Hy hipotezi hakkinda karar verebilmek i¢in test istatistiginin 6rnekleme dagilimini ve
H, hipotezi altinda alabilecegi degeri belirleyip karar kuralini olusturmaliyiz.



Teorem 11.8 Esitlik (2.2) ile verilen modelde, H, hipotezi altinda test istatistiginin 6rnekleme
dagilimi, k — 1 ve N — k serbestlik dereceli merkezi F dagilimidir.

Ispat: Sabit etkili dengeli tek yonlii varyans analizi modeli i¢in model denklemi:

Vi =u +1+g; ,j=12,..,ki=12,.,n

ve modelin hata terimi i¢in Eji~BND(0 , 02) oldugu varsaymm dikkate
alindiginda, yji~BND(,uj. , 0'52) olur, fakat H, hipotezi altinda y;;~BND (1, o2)olur.
K. _BND(0,1) ve (yl ”) ~x%

elde edilir. Bagimsiz Ki-Kare degiskenlerinin toplanabilirlik 6zelligi geregince; N = k *n
olmak iizere

Boylece j = 1,2,...,k ve i = 1,2,...,n igin 4L

&€

Ko, (P “) ~xtv) (2.21)

O¢

elde edilir. Esitlik (2.21) de u_ parametresi yerine EKK tahmin edicisi Y yazildiginda
serbestlik derecesi 1 tane azalir ve

Vji—Y 2 2
Fo X (—) ~X({N-1) (2.22)
olur (gosteriniz?). Buradan
s 5 (y,-7.)
KT Gene 1 2=~ Y.
gt = e ~ X (2.23)

elde edilir. Benzer sekilde j = 1,2, ..., k igin j.nci denemeye (gruba) ait 6rnek ortalamasi

2
istatistigi igin Y ~BND (,u , ) olup, H, hipotezi altinda Y ~BND (,u , ) ve boylece

— 2
. Y, - Y; — . :
j=12, ..,k igin ’;,g“" ~BND(0,1) olup, <’U—8M> ~x{y elde edilir. Bagimsiz Ki-Kare
In N

Vn
degiskenlerinin toplanabilirlik 6zelligi geregince;
— 2 5
k Yi-h \ _rvk (V. _ 2
j=1 < j_f ) - o2 j=1(Yj. I'l) ~X(k) (224)
n

elde edilir. Esitlik (2.24) de u_ parametresi yerine EKK tahmin edicisi Y  yazildiginda
serbestlik derecesi 1 tane azalir ve

n — —\2
2 (Y. =Y) ~xeen (2.25)

olur (gosteriniz?). Buradan

_ 2
KTp _nsfa(Vr)



elde edilir. Esitlik (2.14) ve (2.15) ile verilen KTpeneme V€ KTyatq birbirinden bagimsiz

KT, .. KT, c e o
oldugundan D:zwme ile :g 2 pirbirinden bagimsizdir. Ayrica;
& &
. KT KT KT PTIop
KTgenet = KT peneme + KT yara  Olmast  sebebiyle ggnel = Dofgeme + :g”m esitligi

yazilabilir. Esitlik (2.23) ve (2.26) nin yani sira toplanan terimlerin bagimsizligi dikkate
alindiginda;

k n - \2
KTgata _ 2j=120c1(Vji=Yj )"  KTgew KTp o >
= 2 = T T o = Xiv-) T Xy Xin-r (227)

O¢ O¢ O¢ O¢

elde edilir. Sonug olarak; H, hipotezi dogru iken test istatistiginin 6rnekleme dagilima:

KT penem
2

e
XGe-1) ¢ /
/(k—l) — € (k—-1) — KODeneme ~F . (2 28)
X1 /. % / KOpara | k=Di(N=k) :
(N—-k) € (-

seklinde merkezi F dagilimi olarak elde edilir.

Deneme —

Karar: a 6nem seviyesinde test istatistiginin 6rnekleme dagilimindan elde edilen deger F, =
Fo.(k—1);(n—k) olmak lizere, esitlik (2.20) dikkate alindiginda eger:

F, > F; ise H, ret edilir. “Denemeler (gruplar) arasinda anlamli bir farklilik oldugu séylenir.

F, < F; ise H, ret edilemez. “Denemeler (gruplar) arasinda anlamli bir farklilik olmadigi
sOylenir.

Tamamen rastgele kisitlayicisiz deney tasarimi (sabit etkili dengeli tek yonlii varyan analizi)
icin analiz sonuglari, ANOVA tablosu olarak bilinen Tablo 2.3 ile verilebilir.

Tablo 2.3 Tek Yonlii ANOVA Tablosu

Kaynak s.d. KT KO Test Istatistigi
Denemeler(Gruplar) | k-1 | KTpeneme | KOpeneme KOpeneme
Fpeneme = 47—
KOHata
Hata N-K | KTyata KOyata
Genel N-1 | KTgener

11.4 Dengeli Olmayan Tek Yonlii Varyans Analizi

Esitlik (2.1) ile verilen tamamen rastgele, kisitlayicisiz deney diizeni icin verilen tek yonli
varyans analizi modelinde, en az bir denemedeki gozlem sayis1 diger deneme diizeylerinden
farkl1 ise bu takdirde modele dengeli olmayan tek yonlii varyans analizi modeli denir. Model
denklemi (2.1) de verildigi gibi olup;

Vii=p +1+¢; ,j=12,.  ki=12 .., (2.29)



seklindedir. Bu modelin dengeli modelden tek farki, j.nci denemede n; birim olmasidir. Bu

model i¢in parametre tahmininde Z;Ll n;7; = 0 oldugu kabul edilir.

Gerek model parametre tahminleri ve gerekse hipotez testi isleni ¢ok kiiciik niians farklar
disinda genellikle aynidir. Model parametrelerinin EKK tahmin edicileri;

i =Y vet;=Y; —Y ol buradaT-—an ;i olmak i Y, =L j=
H.=1 j=Tj. .. olup, j. = Zij=q1Yji olmak uzere ]._nj ] =

n:
1, ...,k dir. Ayrica; N = Zﬁlnj genel 6rnek birim sayisi olmak tizere T = ?:1 Ziil Yji
veY =-—= dir.
TN
Denemeler arasinda anlamli bir farklilik olup olmadigim (Hy: py = Uy = = Uy = U
veya Hy:1y =17, = =1, =0 ya da Hy: 02 = 0 hipotezini) test etmek i¢in, kullanilacak
olan test istatistigi:
— KTDeneme/k_1 — KOpeneme
Foeneme = KTHata/N—k ~ KOHata (2:30)

seklinde taniml merkezi F istatistigidir. Burada

n; = \2
KTener = ;_c=1 Ziil(yji - Y..)

n: ,— — 2 — —\2
KTpeneme = ?:1 Ziil(yj. - Y..) = 25'(=1 n; (Y] - Y)

n; T \2
KThata = Z]I'c=1 Ziél (yji B Yj )

seklinde ifade edilir. H, hipotezi hakkinda karar verme dengeli tek yonlii varyans analizi ile
aynidir.

11.5 Rastgele Etki Modeli

Esitlik (2.2) ile dengeli, kisitlayicisiz, tamamen rastgele deney tasariminda, eger faktor
diizeyleri rastgele se¢ilmis ise modele rastgele etki modeli denir. Budurumdaj = 1,2, ..., k igin
faktor diizeyleri birbirinden bagimsiz rastgele degiskenlerdir. Bu model i¢in test edilecek
hipotezler,: ¢ gruplar arasi (faktor diizeyleri arasi) kitle varyansi olmak iizere;

HO: O’—? =0
Hy:: 02 >0 (2.31)

seklinde ifade edilir. Parametre tahminleri ve hipotez testi islemleri, sabit etki modelindeki ile
aynidir. Hy hipotezi ret edildigi zaman gruplar arasinda istatistiksel olarak anlamli bir farklilik
oldugu sOylenir. Bu sonug, sadece ele alinan faktor diizeyleri i¢in degil, ayn1 zamanda
caligmada ele alinmayan faktor diizeyleri (denemeler, gruplar) icin de gegerlidir.






