ii) Baslangic Sistemi ve Kitle Kovaryans Matrisinin Bilinmiyor Olmasi Durumu

Baslangig sistemi X : p X 1~ (u ,Z) cok degiskenli kitlesi ile verilsin ve £ matrisi bilinmiyor
olsun. Bu kitleden rastgele ¢ekilen n birimlik 6rnek X5, X5, ...., X,, olmak iizere X matrisinin bir

yansiz tahmin edicisi, ornek varyans kovaryans matrisi olan S matrisidir. Bu durumda S

matrisinin faktorlesme yapisi, Sonug:1’de verilen Esitlik (3.5) geregince;

S
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Il +® (3.30)

seklinde yazilabilir. Burada L faktor yiikleri matrisi kitleye ait L faktor yiikleri matrisi igin ve
U 5zel faktor varyanslar matrisi ise kitleye ait W 6zel faktor varyanslart matrisi igin bir tahmin
edicidir. Amag L tahmin edicisini bulmaktir. Bu tahmin ediciyi temel bilesen yaklagimu ile elde
edebilmek icin énce ¥ &zel faktér varyanslari matrisini ihmal ederiz ve 6rnek kovaryans
matrisini S = LI’ seklinde faktorlestiririz. Ornek kovaryans matrisinin bu sekilde bir
faktorlesmesini elde edebilmek i¢in bu matrisin spektral ayrisimi1 kullanilir. Bir matrisin

spektral ayrisimi o matrisin 6zdeger ve Ozvektorleri cinsinden yazilabilmesidir. O halde S

matrisinin 6zdegerler matrisi Ayy, = K 65[/11, Ay Ap] ve normallestirilmis 6zvektorler
matrisi Apxp = [@&1 @z .. a,] olmak iizere, S matrisinin spektral ayrisim;
S =AM (3.31)

seklindedir. Ozdegerler A; > 1, > -+ > A, = 0 siralamasina sahip oldugundan, 6zdegerler
matrisi A = AY2AY/2 seklinde carpanlarma ayrilir, Syle ki AY2 = Kos[\/21,/ 25, /7 |

olur. Esitlik (3.27) de A matrisi yerine yazilirsa;
S = ANA" = ANYV2N24 = (ANY2)(ANYZ) (3.32)

elde edilir. Burada L = AAY? gibi disiiniirsek § = LL' formu elde edilmis olur, ancak
AAY?2:p x p boyutlu oldugundan L matrisini AAY/? olarak tanimlamamiz dogru olmayacaktir.
Ciinkii biz ortak faktor sayis1 m < p olmak iizere p X m boyutlu bir L faktor yiikleri matrisi
aragtirtyoruz. Bu yiizden A4; > 4; >+ > 1,>0 siralamasi geregince en biliyik m tane
Ozdegerden tiiretilen A; = Kos[A;, A,,..., A,,] matrisi ile bu ozdegerlere karsilik gelen
ay, Q4 ..., Gy Ozvektorlerini kapsayan A; = [ a a4, . gm] matrisini tanimlariz. Daha
sonra AAY/? matrisinin ilk m tane kolonu ile L faktor yiikleri matrisini tahmin ederiz. Buna

gore L faktor ylikleri matrisinin tahmin edicisi;



L= A1A1/2 = [\//1_1 a4 \//1_222 mgm] (3.33)

olarak elde edilir. Burada L : p x m, A;:p x mve AY? = Kos[\JA; .\ 2z, s fAm | : m xm
boyutludur. Ornegin; p = 5 ve m = 2 iken Esitlik(3.33)’iin a¢1k ifadesi;
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[21 zz] = [\/A_l a, \//’1_2 22] seklinde yazilir.

Esitlik (3.29)’dan goriildiigii gibi L faktor yiikleri matrisinin kolonlar1 S matrisinin 6zvektérleri
ile orantilidir. L faktor yiikleri matrisinin k-nct kolonu \//1_,( a,,(k=1,2,..,m) k-nci asil
temel bilesen katsayilaridir. Bu sebeple k = 1, 2, ..., m i¢in k-nc1 faktor tizerindeki yiikler, k-
nc1 asil temel bilesendeki katsayilarla orantilidir. Faktorler ilk m tane temel bilesenle ilgilidir.

~a

LI : p x p matrisinin j-nci kosegen elemami L :p X m faktor yiikleri matrisinin j-nci
satirindaki elemanlarin kareleri toplami veya E z = Yke1 ZJ-Zk dir. Boylece Esitlik (3.30) ile S
matrisinin yaklasik degerini (kestirimini) hesaplamak igin

~

l/Jj = S]] — Z;(nzl ijk ,j = 1, 2, -, P (334)

esitligi tanimlanir ve ¥ = K 65[&1, T ,zﬁp] olmak iizere S = LL' + ¥ yazilir. Bdylece bu
esitlige gore S matrisinin kdsegen iizerindeki elemanlar olan degiskenlere ait 6rnek varyanslari
tamamen modellenirken, kdsegen disinda yer alan ve degiskenlere ait iligkileri gOsteren

kovaryanslar yaklasik olarak modellenmis olur. Yani;

sij =2 G+ =+ B+ + 49, =1,2,..,p (3.35)
seklinde iken;

Sjit = laley + ligleg + -+ Ll (3.36)

seklindedir.



Bu tahmin metodunda L faktdr yiikleri matrisinin satirlarinin kareleri toplami
komiinalitelere, stitunlarinin kareleri toplami da 6zdegerlere esittir. Buna gore j-nci komiinalite

j=1,2,..,picin
ﬁf =ym, l“jzk — [],21 + l“j22 4o g ijZm (3.37)

ile tahmin edilir ve j-nci degiskene ait varyansin (sj j), m tane ortak faktor tarafindan agiklanan

kismim verir. L faktor yiikleri matrisinin k-nc1 kolonuna ait elemanlarin kareleri toplami ise S

matrisinin k-nci1 6zdegeridir. Gergekten k = 1, 2, ..., m igin

N 2 , ,
hl*cz = ?:1 ljzk = Z?:l(\//l_kajk) = Ak Z?: ajzk = e ax = A, (axae = 1old.)  (3.38)

olur. Boylece Esitlik (3.34) ve (3.37) dikkate alindiginda j-nci degiskene ait varyansin (sj j),
bir kisminin ortak faktorlere ve bir kismmin da 6zel faktore (hataya) olmak tizere iki kisma
ayrildig1 goriilmektedir.

~

sp=h A+ =0+ G+ + B+, j=1,2,.,p (3.39)

Buna gore j-nci degiskenin varyansina yani s;;’ye k-nci faktor l?k kadar katki yapar. Bu ylizden

toplam &rnek varyansina, yani [z(S) = s;; + S5, + -+ + Spp ye k-nc1 faktoriin katkisi, Esitlik

(3.38)’de belirtildigi gibi

W = =B+ B+ + By =2 k=1,2,..,m

olacaktir.
iii) Standart Degiskenler Sistemi Durumu

Eger baslangi¢ sistemine ait degiskenlerin 6l¢iim birimleri uygun degise faktor analizi modelini
belirlemek icin standartlastirilmis degiskenleri ve bu degiskenlerin faktdrlesme yapisini ortaya
¢ikartmak igin R korelasyon matrisi kullanilir. Ciinkii Cov(Z) = Kor(X) = R dir. Bu durumda
faktor yiiklerinin ve komiinalitelerin tahmininde R matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri kullanilir.
Faktor yiiklerini tahmin etmek icin Esitlik(3.33)’de S matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri yerine
R matrisinin 6zdeger ve Ozvektorlerini almak yeterlidir. Boylece 44 >4, > -+ > A, R
matrisinin ilk m tane 6zdegeri (m <p) ve ay, a, .., ap, bu 6zdegerlere karsilik gelen
ozvektorler olmak tlizere, m ortak faktorlii bir model icin temel bilesen yontemine goére faktor

yiikleri matrisinin tahmini;



L=Vha Ve - inan] (3.40)

olacaktir. Bu durumda R matrisinin faktdrlesme yapisi,

R
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I+ @ (3.41)
olur. Bu faktdrlesme yapisina gore Zj, j = 1,2, ..., p degiskenine ait varyans;
Var(Z))=1=R + 5+ + D+, =hi+¢;, j=12,..,p (3.42)

seklinde iki kisma ayrilir. Birinci kisim s6z konusu varyansin m tane ortak faktor tarafindan

aciklanabilen kism1 olup, j-nci degiskene ait komiinalitenin tahminidir ve

A

RZ=D+05++02,j=12..p (3.43)
esitligi ile verilir. ikinci kisim ise 6zel faktor varyansi ¥ ;dr.

Esitlik (3.42)’ye gore j-nci degiskenin varyansina k-nc1 faktor ijk kadar katki yapar. Bu yiizden
toplam ornek varyansina, yani 1z(R) = ryq 4 1ry5 4 - 4+ 1, = p’ye k-nc1 faktoriin katkasi,

Esitlik (3.38)’de belirtildigi gibi

W = e =B+ B+ B =, k=1,2,.,m

olacaktir.

Uygulamalarda R matrisi S matrisinden daha iyi sonuglar verdiginden faktér analizi

modellemelerinde genel olarak tercih edilir.

II1.4 Temel Bilesen Yontemi ile Elde Edilen Faktor Analiz Modelinin Uygunlugunun

Degerlendirilmesi

Temel bilesen yontemi ile elde edilen faktor analizi modelinin degerlendirilmesi i¢in asagida
verilen kritelerden yararlanilir. Bu kriterler genel olarak ortak faktdr sayis1 m’ye karar verme

iizerinde yogunlasmaktadir.

i. Ortak faktor sayisi (m) herhangi bir yontemle belirlenmemisse tahmin edilen 6zdegerlere
dayandirilarak secilebilir. Esitlik (3.24), (3.30) ve (3.41)’in sag ve sol taraflarini karsilagtirmak

suretiyle faktor analizi modelinin uygunlugu degerlendirilebilir. Hata ya da artik matrisi;

X —(LL' +¥), X matrisinin faktorlesmesinde
E={S— (L' +¥P), S matrisinin faktérlesmesinde (3.44)
R—(LL' + %), R matrisinin faktérlesmesinde



olmak iizere, E = [ei j] : p X p matrisinin kosegen iizerindeki elemanlar sifir, fakat kdsegem

disindaki elemanlar1 sifir olmayabilir. Bu matrisin elemanlarinin 6lgiisii izerinde bir kisitlama;

=16l S Mgy + Aa + A0y, (=m+g) (3.45)

esitsizligi ile verilir. Yani artik matrisinin elemanlarinin karelerini toplamu, ilgili matrisin (¥
veya S ya da R) dikkate alinmayan 6zdegerlerinin (g = p — m tane) kareleri toplamina esit
ya da daha kiiclikse faktorlesme modeli iyi bir model olarak degerlendirilir. Bu sebeple bu

kisitlamay1 saglayan m sayis1 bulunmaya calisilir. Eger 6zdegerler kiigiikse artik matrisindeki

artiklarda kii¢iik ve uyum iyidir.

ii. Ortak faktdr sayis1 (m), varyans agiklama oranma gore segilebilir. Ideal bir faktdrlesme
yapisinda degiskenlerin varyanslarina ilk birka¢ faktoriin katkilar1 biiylik olmalidir. Biliyoruz
Ki k-nc1 ortak faktoriin (fy), X; (veya Z;) degiskeninin varyansina (o;; veya s;; ya darj; = 1)
katkis1 [ jzk ya da Z];k ’dir. Bu durumda m tane faktoriin ilgili degiskenin varyansina katkis1 ya da
ilgili degiskenin varyansinin m tane ortak faktor tarafindan agiklanabilen kismi1 o degiskene ait
komiinalite olup j = 1, 2, ..., p igin hjz = Yoy ljzk veya fljz = Yre1 l?k ile 6l¢iiliir. Bu degerlerin

olabildigince yiiksek olmasi arzu edilir.

Bu durumda X;,j =1,2,...,p degiskenlerinin olusturdugu baslangi¢ sistemine ait toplam
varyansa (1z(Z)) veya bu varyansin tahmin edicisine (iz(S)) ya da standart degiskenler
sistemine (Z;,j = 1,2,...,p) ait toplam varyansa (iz(R) = p), k-nc1 faktoriin katkist Esitlik
(3.38) geregince; k = 1,2, ..., m igin

h,";2 = Z?:l ljzk = A, olup, bu katkiya k-nc1 faktore ait varyans adi verilir. Boylece k-nc1 faktore

gore toplam varyansin ac¢iklanma orant;

%, ¥ matrisi ile yapilan faktorlesme icin
V.A.0(f) = i:TI;)' S matrisi ile yapilan faktorlesme i¢in (3.46)
i;(—’;), R matrisi ile yapilan faktérlesme icin

ile verilir. Buna gore m ortak faktorlii bir faktor analizi modelinde bu ortak faktorlerin birlikte

toplam varyansi agiklama oranlart;



(Z=1tk 3 matrisi ile yapilan faktorlesme i¢in

| iz ’
V.A.O(f1, -, fm) = %, S matrisi ile yapilan faktorlesme icin (3.47)
%, R matrisi ile yapilan faktorlesme i¢in

esitliginden bulunur. Bu oranin %801 gegtigini gdsteren m sayist uygun ortak faktor sayis

olarak alinir.

iii. Temel bilesen ¢oziimiinde verilen bir faktor i¢in tahmin edilen faktor yiikleri faktor sayisi
artarken degismez. Ornegin m = 1 i¢in faktdr yiikleri matrisi L = [\//1_1 gl] iken, m = 2
alindiginda L = [\/A_l aq \/A—z a, ] olacaktir. Bu ise m = 1 durumundaki faktoriin yiikleri ile
m = 2 durumundaki birinci faktoriin ytliklerinin ayni oldugu anlamina gelmektedir. Buna gore

faktor yiikleri matrisine her adimda yeni bir faktor ekleyerek toplam varyansi agiklama orani

%80’1 gegen m ortak faktor sayisi belirlenebilir.

iv. Eger faktorlesme yapisi korelasyon matrisi (R) kullanilarak olusturuluyorsa R’nin “1”den

biiylik olan 6zdeger sayis1 uygun faktor sayisi olarak alinabilir.

V. Temel bilesen yontemi ile elde edilen faktor analizi sonuglari agagidaki gibi 6zetlenebilir.

Degisken Faktor Yiikleri
(X;/Z; fi fr | fn h? veya h? Y, veya P;
1 La/lin | Lz/li; Lim/lim h veya hi Py veya P,
2 Lallay | Lol Lam/lam h3veyahZ |, veyai,
p L /Loy | L2/l Lym/ Lom h2 veya h? ¥, veya i,
V(o =hi’ | M/h | A/h Ao/ Aom
VAO(f) | /o2 | Ay/02 Yy (ERe1 )/ of

Burada g2 toplam varyans1 gostermektedir.



II1.5 Faktor Skorlar: ve Faktor Katsayilar

Faktor skoru, her bir birimin ortak faktor yapilarina goére tahmin degeri demektir. Her bir faktor
yapist igerisinde (fy, fo, ... , fm icin) tim degiskenler (Xj yadaZj,j=1, 2,..,p) farkh
agirliklarda yer almaktadir. Bu degiskenlerden bazilar1 bir faktorii tanimlarken 6nemli rol
oynarlar, bazilart da yardimeci olurlar. Belirlenen faktor yiiklerinden yararlanarak her bir
degiskenin faktor yapilarina gore birimlere ait ortak faktor skorlari hesaplanabilir.

i =1,2,...,n olmak tizere i-nci birimin faktor skorlar;
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fi = - (Xi—X) = WDL(X-X),i=12.,n (3.48)
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esitligi ya da i-nci birimin standart degeri Z; olmak iizere;

fi=WLLZ,i=12..,n (3.49)

esitligi ile bulunur. Boylece faktor skorlart matrisi Fy,x, = [ fi fo o fn] ile gosterilir. i-

nci faktor skoru icin verilen Esitlik (3.48) ve (3.49)’da yer alan (L'L)"1L:m x p boyutlu

matrisine faktor katsayilar1 matrisi denir. Burada
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