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BOLUM 4 TUREV VE DiFERANSIYEL

Matematikte bir egriye lizerindeki bir noktadan ¢izilen teget dogrusunun egimi, fizikte hiz ve
ivme, kimyada reaksiyon hizi, ekonomide marjinal gelir ve marjinal fiyat kavramlar
arastiricilar i¢in 6nemli kavramlardir. Bu kavramlar; bagimsiz degiskene verilen bir artisin
fonksiyonda meydana getirecegi degisikligin, degiskendeki artisa oraninin limit durumu ile
aciklanmaktadir. S6z konusu limit durumuna tiirev adi verilmektedir.

4.1 Tiirev ve Diferansiyel Tanimi

y = f(x) fonksiyonu x, € IR noktasinda ve bu noktanin bir § > 0 komsulugunda tanimli
olsun. h # 0 olmak {izere x, noktasindaki degisken artisini h ile gosterelim. Komsuluk kiimesi
K = (xg — 8 ,xy + &) olmak tizere x, + h € K olup, x, noktasinda h degisken artisina kargilik
gelen fonksiyondaki degisim (fonksiyon artis1) Ay ile gosterilsin. Bu takdirde;

Ay = f(xo + h) = f(xo) (4.1)
olur. Sekil 4.1°de bu durum gosterilmektedir.

Simdi;
7 =A) by _ [Goth)- f(xo) (4.2)
h h

oranini  ele alalim. Bu orana, f(x)
fonksiyonunun x, noktasindaki degisim orani
denir. Belli bir x, degeri i¢in farklar oran1 h’in
Ty bir fonksiyonudur ve h = 0 harig, biitiin h’lar
i¢in tanimhidir.

Sekil 4.1 Degisken artisi- Fonksiyon artigi

Tanim4.1 A C IR, xy, € Avey = f(x), A’da tanimli bir fonksiyon olsun. Eger Esitlik (4.2)’de
verilen ATy degisim oraninin A — 0 iken limiti varsa, bu limit degerine y = f(x) fonksiyonunun

X, noktasindaki tiirevi denir ve y'(x,) = f'(x,) ile gosterilir.

Tanim 4.1°e gore;

’ i Ay s f(xo+h)— f(x0) (4.3)
f'(xo) = Am S = im h

yazilir.

» Eger Esitlik (4.3) ile verilen limit varsa, y = f(x) fonksiyonuna x, noktasinda
tiirevlenebilir (diferansiyellenebilir) fonksiyon, bu limit yoksa ya da sonsuz ise y = f(x)
fonksiyonuna x, noktasinda tiirevlenemez (diferansiyellenemez) fonksiyon denir.

» Egery = f(x) fonksiyonu (a, b) araliginda taniml1 ve bu araligin her bir noktasinda
tirevi varsa, 0 zaman vy = f(x) fonksiyonuna (a,b) arahiginda tiirevlenebilir
(diferansiyellenebilir) fonksiyon denir ve bu durumda Esitlik (4.3) Vx € (a, b) igin;
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- flcth)— f(x) (4.4)
f'(x) = llm }l—>0 -

olarak ifade edilir.

» Eger Esitlik (4.3)’de h = x — x, alinirsa, h = 0 iken x — x, olacagindan, y = f(x)
fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevi,

Fx0 = i 22 i £t 49
esitligi ile de Ver11eb111r. Esitlik (4.3) ve (4.5) ayn1 sonucu verir.

Ornek 4.1 f(x) = 2x + 3 ve g(x) = x? fonksiyonlar: verilsin.

a) Bu fonksiyonlar igin x, € IR noktasindaki degisim oranlarini bulunuz?

b) Bu fonksiyonlar i¢in x, € IR noktasindaki tiirevlerini bulunuz?

c) Bu fonksiyonlar i¢in tanim kiimesi tizerinde tiirevlerini bulunuz?

Céziim: a) Once f(x) = 2x + 3 fonksiyonu i¢in x, noktasindaki degisim oranini bulalim.
Esitlik (4.2) geregince h # 0 olmak iizere x, noktasindaki degisim orani;

A_y _ f(x0+h)—f(x0) _ 2(x0+h)+3—(2x0+3) _ &
o h B h B
noktasindaki her h # 0 degisimi i¢in degisim orani sabit olup 2 dir.

= 2 bulunur. Bu sonuca gore x,

Simdi de g(x) = x? fonksiyonu igin x, noktasindaki degisim oranmi bulalim. Esitlik (4.2)
geregince h # 0 olmak tizere x, noktasindaki degisim orant;

A +h)— +h)?-x3 2+2xgh+h?—x?

Ty — 900 ’)l 9(%) _ o h) T X xoh 20 = 2xy + h bulunur. Bu sonuca
gore x, noktasindaki her h # 0 degisimi i¢in degisim orant hem x, noktasina hem de h artisina
baglidir.

b) Once f(x) = 2x + 3 fonksiyonun x, noktasindaki tiirevini bulalim. Bunu iki yolla bulmak
miimkiindiir.

I.Yol: Esitlik (4.3) kullanilir.

f'(x) = llm— = Jim Lo TG0y, 2003 @x03) _ 20 lim(2) = 2
0h h—>0 h h—0 h h—0 h h—0

bulunur.
I1.Yol: Esitlik (4.5) kullanilir.

f'(xo) = lim - lim fEI=fxo) _ lim 2x+3-(@2x0+3) _ = lim 2(x=x0) _
XoXgX7X0 X=X XXo X=X X—Xo x—xg (X—p)

elde edilir.
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Simdi de g(x) = x? fonksiyonun x, noktasindaki tiirevini bulalim. Bunu da iki yolla bulmak
miimkiindiir.

I.Yol: Esitlik (4.3) kullanilir.

"(xg) = hm — lim 2% tM=9gCx0) _ i (o¥M)?-x§ _ (o X6+2XohRIoxG _ (o RQ2xoth)
g 0 oh h—>0 h h—-0 h h—0 h h-0 h
= }lin(l)(Zxo + h) = 2x, bulunur.
I1.Yol: Esitlik (4.5) kullanilir.
_ 2_ 42
g(xo)_hm = lim 2279%0) _ iy XX iy ETX0)@HX0) i (0 4oy =

—Xo X=X X—=Xo x-xg X—Xo X=X (x=2x0) X—Xg

Xo + X9 = 2x0
elde edilir.

c) Once f(x) = 2x + 3 fonksiyonunun tanim kiimesi {izerinde tiirevini bulahm. D; = IR olup,
keyfi bir x € IR alalim. Esitlik (4.4)’e gore;

f'(x) = llm = im L@y, 2045 -@XAS) g 20 llm(Z) =2
0 h h—0 h h—0 h h—0 h

olup, x € IR keyfi segildiginden tanim kiimesi tizerinde verilen fonksiyonun tiirevi; f'(x) = 2
dir.

Simdi de g(x) = x? fonksiyonunun tanim kiimesi iizerinde tiirevini bulalim. Dy = IR olup,
keyfi bir x € IR alalim. Esitlik (4.4)’e gore;

h@xH) _ 50 elde edilir. x € IR

g'(x) = llm = Jim £E=90) _ pjppy AT iy
oh h—>0 h h—0 h h-0
keyfi seglldlglnden tanim kiimesi iizerinde verilen fonksiyonun tiirevi; g’ (x) = 2x dir.

Tammm 4.2 AcC IR ve f:A - IR fonksiyonu y = f(x) seklinde tanimli ve x € A’da
tiirevlenebilir olsun. Bu takdirde f'(x) = Z—z olup,

dy = f'(x)dx
ifadesine f fonksiyonunun diferansiyeli denir.
Ornek 4.2 y = f(x) = 2x + 3 ve y = g(x) = x? fonksiyonlarinin diferansiyelini bulunuz?

Coziim: y = f(x) = 2x + 3 fonksiyonunun diferansiyeli; dy = f'(x)dx olup, f'(x) =2
oldugundan dy = 2dx bulunur.

= g(x) = x? fonksiyonunun diferansiyeli; dy = g’(x)dx olup, g'(x) = 2x oldugundan
dy = 2xdx bulunur.

4.2 Sag ve Sol Tarafh Tiirevler

Tanim4.3 A c IR, x, € Avey = f(x), A’da tanimli bir fonksiyon olsun. Eger Esitlik (4.2)’de

verilen degisim oraninda h —» 0% (veyax — x§ ) iken lim Froth)- Flxg) (veya lim M)
h—0+ h x->xg  X~Xo
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limiti varsa, bu limit degerine x, noktasinda f(x) fonksiyonunun sag tarafli tiirevi denir.

Benzer sekilde Esitlik (4.2)’de verilen degisim oraninda h — 0~ (veya x — x5 ) iken

lim fxo+h)— f(xo) f(x)—f(x0)
h X—Xo

Jim ) limiti varsa, bu limit degerine x, noktasinda f(x)

(veya lim
X—Xg
fonksiyonunun sol tarafli tiirevi denir. Ve x, noktasinda sag tarafli tiirev;

f(x0+h})1_ fxo) _ lim f)—f(x0) (4.6)

"(xI) = lim
F1e) = lim, =

seklinde gosterilirken, x, noktasinda sol tarafli tlirev ise;

f’(xa) — hllI(T)l_ f(x0+h’)l_ f(x0) = lim F(x)=f(x0) (47)

x-x,  X~Xo

seklinde gosterilir.

» Egery = f(x) fonksiyonu A = (a, b) kiimesinde tanimli ise keyfi bir x € A igin sag
ve sol tarafli tiirevler sirasiyla;

Pt — i SR F(X) P =Y — Tia SR f(X) (4.8)
R A R

esitlikleri ile verilir.

Teorem 4.1 f:(a,b) — IRfonksiyonu ve x, € (a,b) verilsin. Bu takdirde f fonksiyonunun
X, noktasinda tiirevinin olmasi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun x, noktasinda sag ve
sol tarafli tiirevlerinin var ve birbirine esit olmasidir. Boylece f'(xy) = f'(x¢) = f'(x5)
yazilir.

Sonu¢ 4.1 [a,b] kapali araliginda tanimli olan bir f fonksiyonunun bu araligin biitiin i¢
noktalarinda tiirevi varsa, ayrica a noktasinda sagdan ve b noktasinda da soldan tiirevi varsa, o
zaman f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda tiirevlenebilir (diferansiyellenebilir) bir
fonksiyondur.

) & @
"dx’ dx
kullanilabilir. Fonksiyonun tiireninin bulunmasi islemine onun diferansiyellenmesi denir.

» Biry = f(x) fonksiyonunun tiirevi i¢in; f'(x),y’'(x),y gosterimleri

Ornek 4.3 f(x) = x% + 2x fonksiyonunun x, = 1 noktasindaki tiirevini bulunuz?

Coziim: f(x) = x* + 2x fonksiyonu igin D; = IR ve x, = 1 € Dy dir. Bu durumda Esitlik
(4.5) geregince;

' _ pins SO f(x0) ' o f)-f@ . x3+2x-3 0 e e,
f'(xo) = xh—>r?0 T f'@) = lim === = lim=—=— ... belirsizligi var, pay
kismu1 ¢arpanlara ayrilir. Boylece;

, e e=D(x24x4+3) L 2 _
f'() = lim === = lim(x + x + 3) = 5 bulunur.

Ornek 4.4 Asagidaki fonksiyonlarm tanim kiimeleri iizerinde tiirevlerini bulunuz?

a) f(x) =c(sabitfonk.) b) f(x)=x o) f(x)=x%> d)f(x)=x> e)f(x)=sinx
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Coziim a) f(x) = c, Dy = IR olup, keyfi bir x € Dy noktasinda degisken artis1 h # 0 olsun.
Bu degisken artigina karsilik fonksiyon artisi;

Ay = f(x + h) — f(x) dir, burada x + h € Dy oldugundan

Ay
=

0_

= ¢ — ¢ = 0 olacaktir. Buna gore f'(x) = }lirr(l) -

lim lim(0) = 0 bulunur.
h—0 h—0

% Sabitin tiirevi sifirdir.
b) f(x) = x, Dy = IR olup, keyfi bir x € D noktasinda degisken artis1 h # 0 olsun. Bu

degisken artisina karsilik fonksiyon artisi;

Ay = f(x + h) — f(x) dir, burada x + h € Dy oldugundan
= x + h — x = h bulunur. Boylece f'(x) }ll_r}(l) - }llir(l) - Ll_r)ré(l) 1 elde edilir.

< Birim (Ozdes) fonksiyonun tiirevi 1 dir.
c) f(x) = x* Dy = IR olup, keyfi bir x € D; noktasinda degisken artisi h # 0 olsun. Bu
degisken artisina karsilik fonksiyon artisi;

Ay = f(x + h) — f(x) dir, burada x + h € Dy oldugundan

= (x + h)? — x? = h(2x + h) bulunur. Boylece;

, T A_y:. h(2x+h):. _ -
f'x) = }ll_r% - 1111_13(1) — ]lll_r)r(l)(Zx + h) = 2x elde edilir.

d) f(x) = x3, Dy = IR olup, keyfi bir x € Dy noktasinda degisken artis1 A # 0 olsun. Bu
degisken artisina karsilik fonksiyon artisi;

Ay = f(x + h) — f(x) dir, burada x + h € D; oldugundan

=(x+h)3—x3=x34+3x2h +3xh? + h3 — x3 = h(3x? + 3xh + h?) bulunur.
Boylece;
2 2
f/G0) =lim 2 = }1111%% = lim(3x + 3xh + h?) = 3x° elde ediir

< a € IR olmak iizere f(x) = x“ ise, 0 zaman f’'(x) = ax*~! dir.
e) f(x) = sinx, Dy = IR olup, keyfi bir x € Dy noktasinda degisken artis1 h # 0 olsun. Bu
degisken artisina karsilik fonksiyon artisi;

Ay = f(x + h) — f(x) dir, burada x + h € Dy oldugundan
= sin(x + h) —sinx ....(i)  sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

— sin(a — b) = Fsinacosb + sinbcosa

a+b=x+h
N R b=x

= 2a=2x+h = a=x+- Ve b=5 oldugu dikkate
alindiginda (i) esitligi ile verilen fonksiyon artisi;

sin(a + b) — sin(a — b) = 2sinbcosa = {
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Ay = sin(x + h) — sinx = 2sin (g) cos (x + E) lur. Buna gore;

2
M = lim Smh(%) limcos (x + E) = cosxlim Sin(g), u=:
n -0 2 R0 2 h=0 :

. Ay .
"(x) = lim—= = lim
f() h—0 h h—0

N

dersek, h - 0 iken u = 0 olacagindan;
g
f'x) = cosxlin(l)% = cosx X 1=cosx bulunur.
u—

% f(x) =sinxise f'(x) = cosx dir.
Ornek 4.5 Asagidaki fonksiyonlarin verilen noktalarda tiirevinin varligini inceleyiniz, varsa
bulunuz?

a) f:IR — IR b) f:IR - IR
x> fX)=|x|, x=0 x > f(x)=3x2+4, x5=1
Coziim f(x) fonksiyonunun x, € Dy noktasinda tiirevinin var olmasi igin gerek ve yeter sart

sag ve sol tiirevleri var ve birbirine esit olmasidir.

Q) fG) = Ixl={_" fczg , xo =0, D; = IR olup, xo = 0 € D dir.

xo = 0 noktasinda sag tarafl: tiirev Esitlik (4.6) geregince;

rea+HY — 13 FQ)—f(x0) rrn+Y  1: |x|—]0] BT X _ s _ .
f'(xg) = xlir% B = f'(0%) = xll)rgl+ — = xll)r(r)grx = xll,%l+(1) = 1 dir.
xo = 0 noktasinda sol tarafli tiirev Esitlik (4.7) geregince;

Pe=Y — Ti JOO—=f(x0) 0-Y = Tims XIEIOL e X e N 1 i
f'(xg) = xlir% B = f'(07) xll,%l— o xll)r(r)l_ ~ xll)%l_( 1) 1 dir.

Sonug olarak f'(0%) # f'(07) oldugundan f(x) = |x| fonksiyonunun x, = 0 noktasinda
tiirevi yoktur. Ancak;

, _(1,x>0
f(x)—{_1 X <0 dir.

b) f(x) =3x*+4, xo = 1. Dy = IR olup, xo = 1 € D, dir.
xo = 1, noktasinda sag tarafl: tiirev Esitlik (4.6) geregince;

rroy _ 1i FO=F(xg) Pradn _ peo 3x2+4-7 o 3(x%-1) oo 3(e—D(x+1)
f (XO) B xllg% xX—Xg = f () = xll)r{l"' x-1  xo1t x-1  xo1r (x-1) B

31lim (x + 1) = 6 olur.
x—-1t

xo = 1 noktasinda sol tarafl tiirev Esitlik (4.7) geregince;

— 2 —
f/(xo—) = lim fx)—f(x0) — fr(l—) = lim 3x“+4-7 —
X—Xg 0 x-1"

2_ _
lim 3(x2-1) — lim 3(x—1)(x+1) _

i
SxT X=X x—1 x—-1— x-1 x—>1~ (x-1)

31lim (x + 1) = 6 olur.
x—-1"

Sonu¢ olarak f'(1%) = f'(17) oldugundan f(x) = 3x% + 4 fonksiyonunun x, =1
noktasinda tiirevi vardir ve  f'(1) = 6 dur.

Teorem 42 AcIR,xy € A ve f:A — IR bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu x,
noktasinda tiirevlenebilirse, bu noktada siireklidir. Ancak; bunun tersi dogru degildir. Yani x,
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noktasinda siirekli olan bir fonksiyonun bu noktada tiirevi olmayabilir, fakat bu noktada sag ve
sol tarafli tiirevleri olabilirde, olmayabilirde.

Ispat: AcIR,x, €A ve f:A — IR fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir olsun. Bu
takdirde g(x) = M seklinde tanimlanan bir g: A\ {x,} — IR fonksiyonunun x,

noktasinda limiti vardir. Bu limit lim g(x) = hm f&-7xo) "(xg) dir. Simdi g(x)
) 9
X0

X—Xo xX—
fonksiyonundan f(x) = f(xy) + (x — x5)g(x) yazﬂablhr. Bu esitligin her iki tarafinin
X = X, iken limiti alinirsa;

lim £G) = lim [£(xo) + (x = %)g ()] = lim f (o) + lim (x = o) X lim g(x)

= f(xo) +0X f'(xg) = f(xy) bulunur. Yani Ilimf(x)=f(x,) olup, bu ise f
X—Xq
fonksiyonunun x, noktasinda siirekli olmas1 demektir.

Soru: Ornek 4.5(a)’de verilen f(x) = |x| fonksiyonunun x, = 0 noktasinda tiirevinin olmadig
gosterildi. Bu fonksiyonun verilen noktada siirekli olup olmadigini gosteriniz?

x—1, x>1

< <1 fonksiyonunun x, =1 noktasinda tiirevini

Ornek 4.6 a) y=f(x) = {i

inceleyiniz, varsa bulunuz?

byy = f(x) = Vx fonksiyonunun x, = 0 noktasinda tiirevini inceleyiniz, varsa bulunuz?

Coziim a) y = f(x) = {ix - L ;;11 fonksiyonu ve x, =1 noktas: veriliyor. Dy = IR

olmasina ragmen x, = 1 noktasindan geciste fonksiyonun tanimlamasi degistiginden bu
noktada tiirev incelemesi sag ve sol tarafli tiirevler ile yapilir. Sag tarafli tiirev;

_ f()—f(x0) + f(x) F(1) 2x—1-1 _ . 2(x=1) _ . ..
£ = lim FEEEE = (1) = lim L0 < i 22 < lim 7250 = 2 dir
Sol tarafl tiirev;
f(xo)—hmwﬁf(l)—h f-7@) _ = lim — = lim = 0 dir.

1~ x—-1 x—)l_x—l x—1t (.X 1)

Sonug olarak f'(1%) # f'(17) oldugundan verilen fonksiyonun x, = 1 noktasinda tiirevi
yoktur.

byy =f(x) = Vx fonksiyonu ve x, = 0 noktasi veriliyor. Dy = IR oldugundan, fonksiyon

tanim kiimesi tlizerinde ve boylece x, = 0 noktasinda siireklidir. Bu sebeple x, = 0 noktasinda
tirev incelemesi Tanim 4.1’e gore yapilir.

£ Geo+h)= £(x0) fO+n-f© _ .. ¥Yr-30 _
A (x") - lm(ly n = A n = f0)= }l—>0 h B }11_r>r(1) o

lim = oo bulunur. Ayrica f'(0*) = f'(07) = oo dur.

h—0 h 2/3

% Bir noktada siirekli bir fonksiyonun bu noktada tiirevi ve tek tarafli tiirevleri sonsuz

113



olabilir.

4.3 Tiirevin Geometrik Anlam

L egrisi herhangi bir aralikta siirekli
y = f(x) fonksiyonu ile verilsin. Bu
egri lizerinde apsisleri sirasiyla x, ve
xo + h,(h # 0) olan Mo(xo ,f(xo))
[ ve M(xo+h,f(xo+ h))
| M‘/ =3 > noktalarindan gecen dogruyu ¢izelim.
M noktasi, L egrisi boyunca M,
| /1 noktasina yaklastiginda (yani h - 0

B iken) MqgM dogrusu da M,T limit

A0 / \ — dogrusuna  doniistir. Bu  M,T
o S xXo+ h

Sekil 4.2 Tiirevin geometrik anlami

dogrusuna M, noktasinda L egrisinin
tegetiveya teget dogrusu denir.

|[MgN| = hve |[MN| = Ay = f(xo + h) — f(x) olup, buna gore;

IMN| _ Ay _ fGo+h)—f(x0)
IMoN| R h

dogrusunun limit durumu olan MyT dogrusunun denklemini bulmak i¢in bu dogrunun egimini
bulmaliyiz. Bu egim; h = 0 iken 8 — ¢ yaklasacagindan;

tanf = yazilabilir, bu ifade MyM dogrusunun egimidir. MyM

—1; i Ay flxo+h)—f(x0) _ [y
tang = }ll_r% tanf = }ll_r% = }ll_r)r(l) — = f'(x0) (4.9)

dir. Buna gore geometrik anlamda tiirev, bir egriye lizerinde verilen bir noktadan ¢izilen teget
dogrusunun egimidir. Egimi ve gectigi nokta bilinen bir dogrunun denklemi olarak teget
dogrusunun denklemi;

y = f(xo) + f'(x0) (x — x0) (4.10)
seklindedir.

Diger taraftan egrinin verilen M (x, , f (o)) noktasindan gegip, bu noktadaki teget dogrusuna

dik olan dogruya egrinin bu noktadaki normali denir ve normalin egimi m, olmak iizere

m, X f'(xy) = —1 olacagindan m,, = — ,% dir. Béylece normalin denklemi ise;
0

_ __1 _ 411
y - f(x()) f,(xo) ('x XO) ( )
olarak elde edilir.

Ornek 4.7 y = f(x) = x? paraboliine My(1,1) noktasinda cizilen teget dogrusunun ve
normalinin denklemlerini bulunuz?
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Coziim: Fonksiyonun grafigi ile My(1,1) noktasinda gizilen teget dogrusu ile normali Sekil
4.3 goriilmektedir. x, = 1 noktasinda h # 0 degisken artisina karsilik gelen fonksiyon artisi
Ay =f(xg+h)—flx))=fA+h)—f()=AQ+h)?*—-1=1+2h+h*—1=h(2+h)

olup, teget dogrusunun egimi Esitlik (4.9) geregince

f'(xo) = lim ¥ = (1) = lim =2
Teget dogrusunun denklemi ise Esitlik (4.10)’a
gore;

Teget | y = f(xo) + f'(x0)(x — x0) =
y=fM+f(DEx-D=1+2(x-1)) =
Mo(1,1) y = 2x — 1 bulunur.

Normalin denklemi ise Esitlik (4.11)’e gore;

y = f(x0) = — (x — xp) =

f'(x0)
y=fD-5EG-D=1-;x-1)=

1@
y= —E +§ bulunur.

= 2 dir.

[R5

Sekil 4.3 y = x? parabolii i¢in teget ve

normal dogrular

4.4 Tiirev ve Diferansiyel Hesabinda Genel Kurallar

Teorem 4.3 f(x) ve g(x) fonksiyonlari x noktasinda ve bu oktanin herhangi bir
komsulugunda tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;

D) +Fg@)] =f(x)+g x)
i) [f(x) x g()]" = f'(x) x g(x) + f(x) x g'(x)

fO] _ fexg)-f@)xg' (x)
gx) g?(x)

iii) g(x) # 0 olmak tizere

iV) c bir sabit olmak tizere [cf(x)]" = cf'(x)
dir.

Ornek 4.8 Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulunuz?

a) y = x?sinx b)y =3x*+2x—-3 ¢)g(t)=2t*-3t+5 d)f(y)=y2+§
&)y =222 i) =@ -3+ D@2 +1) Q) f(x) = x*sinx

1
h) f(x) = x(x2+1)

Coziim: a) y = x%sinx = y' = (x%sinx)’ = (x2)'sinx + x?(sinx)’ = 2xsinx + x?cosx
bulunur.

b) y=3x2+2x-3 = y'=(Bx?2+2x—-3) =(Bx?)'+(2x) —(3) =6x+2 elde
edilir.

c) g(t) =2t2-3t+5=g'(t) = (2t> — 3t +5)' = 4t — 3 olur.
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2 ’ 0xXy—2%x1 2
d)f(Y)=y2+;=>f(3’)=2y+( " )=2y—?olur.
&)y = 3x2+2x+1 ;_ (6x+2)(x2+1)—-(3x2+2x+1)(2x) _ 6x3+2x?+6x+2—6x3—4x2-2x _ —2x%+4x+2
Y= T - (x2+1)2 o (x2+1)2 T (x2+1)2
olur.

f) fx)=Qx3-3x2+2)x?+1) = f'(x)=(6x%?—-6x)(x?>+1)+ (2x3—3x%+
2)(2x) = f'(x) = 10x* — 12x3 + 6x% — 2x
0) f(x) = x*sinx = f'(x) = 4x3sinx + x*cosx = x3(4sinx + xcosx)

1 , _0x(x?+1)-11(x2+1)+x.2x] 3x2+1
h) f(x) T ox(x2+1) = f () = x?%(x24+1)2 T x2(x2+1)2

Ornek 4.9 y = ax? + 2x + ¢ paraboliiniin (x,,y,) = (1,2) noktasindaki tegetinin egimi “1”
olduguna gore a ve c’yi bulunuz.

Coziim: (x,,y,) = (1,2) noktasindaki teget dogrusunun egimi f'(x,) = f'(1) = 1 olarak veriliyor.

y=f(x)=ax?+2x+c iken f'(x) =2ax+2 olup, f'(1)=2a+2=1 = a= —% bulunur.
Verilen parabol (x, ,y,) = (1, 2) noktasindan gegtiginden, bu nokta verilen parabol denklemini saglar.

Yani y, = ax3 + 2xq + c olur. Bu denklemde (x,,y,) = (1,2) noktasi ve a = —% degeri yerlerine
yazilirsa;

1 .2 31
2=--x1 +2><1+c=>c=2—5=5bulunur.

Teorem 4.4 (Bileske Fonksiyonun Tiirevi) u = g(x) fonksiyonu x noktasinda ve y = f(u)
fonksiyonu da u noktasinda tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun. Bu takdirde y = f(g(x)) bileske
fonksiyonu da x noktasinda tiirevlenebilirdir ve

y _dy _dy du o0 1
y _a_axa Veya Yy = Yy X Uy

dir. Bu kurala Zincir Kuralh denir.

(4.12)

Egery=f (u (v(w(x)))) bileske fonksiyonu igin zincir kurali; y' = 3—2: = Z—Z X Z—:j X Z—; X z—:: veya
Ve = Vi, X Uy X Uy, X wy dir.

Ornek 4.10 Asagidaki fonksiyonlarn tiirevlerini bulunuz?

a) y = sin(x?) b) y = (3x + sinx)? c)y =sin?(3x?2+x—-1)

Coziim: a) Bileske fonksiyon tiirevini (zincir kuralini) uygulayalim.

y = sin(x?) ; u = x? ve y = sinu diyelim. Esitlik (4.12)’ye gore;

yi = ), X U} = cosu(2x) = 2xcos(x?) bulunur.

b) y = (3x + sinx)?; u = 3x + sinx dersek y = u? olur. Esitlik (4.12)’den;

dy _dy  du _ _ .
bbb 2u(3 + cosx) = 2(3x + sinx )(3 + cosx) bulunur.

c)y =sin?(3x%+x —1);u = 3x%+ x — 1,v = sinu dersek y = v? olur. Zincir kural1 geregince;
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Vi =y, X v, X ul = 2v X cosu X (6x + 1)=(6x + 1)2sin(3x?> + x — 1)cos(3x* +x — 1) =
(6x + 1)sin[2(3x? + x — 1)] olarak bulunur.

Teorem 4.5 (Ters Fonksiyonun Tiirevi) (a,b) acik araliginda tanimli, siirekli ve monoton bir
y = f(x) fonksiyonunun herhangi x € (a, b) noktasinda sifirdan farkli y' = f'(x) tiirevi varsa, o
zaman bu x noktasina karsilik gelen y noktasinda x = g(y) ters fonksiyonunun da tiirevi vardir ve

1
f)

g ) = veya xj, = yi (4.13)

ile verilir.
Ornek 4.11 y = f(x) = x® fonksiyonunun tersinin tiirevini bulunuz?

Coziim: y = f(x) = x* fonksiyonunun tanim kiimesi Dy = (—0,+00) olup, fonksiyon bu aralikta
siirekli, monoton artan ve tiirevlenebilirdir. y; = f’(x) = 3x2 olup, sadece a = 0 noktasinda f’'(a) =

f'(0) = 0 olur. Buna gore y # 0 olan tim noktalar i¢in x = g(y) ters fonksiyonunun tiirevi, Esitlik
(4.13)’e gore;
;1 1

Xy =r=5a (v = x3 = x = y/3 oldugundan) =

! = _=_2 bulunur
3(y3)’ 3y 3Yy? |

y = 0 (yani x = 0) noktasinda ise x,, = oo olur. Bdylece;

1
== ,y#0
x, =1 31?2 Y elde ediilr.
00 , y:O

Ornek 4.12 y = arcsinx, [x € (—1,+1)] fonksiyonunu tiirevini bulunuz?

Coziim: y = arcsinx fonksiyonu (—1,+1) arahiginda x = siny fonksiyonunun tersidir ve

y € (— g, g) dir. (— g, g) araliginda x = siny fonksiyonu siirekli, monoton artan ve tiirevlenebilir olup,
xy = cosy dir. Verilen fonksiyonun tiirevi, Esitlik (4.13)’e gore;

y 1 1 1 _ 1
- Vx ,  cosy \[i-sin?y Vi-xZ

, |x| < 1 bulunur.

1 .
» y=arcsinx = y' = ?dlr.

—x2
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