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BOLUM 2
FONKSiYONLAR

2.1 FONKSIYON KAVRAMI

Fizik, Kimya, Biyoloji gibi uygulamali bilimlerde degisebilen biiyiikliikler arasinda her zaman
bir baginti kurulabilmektedir. Bu baginti /bagintilar yardimiyla konu ile ilgili olaylarin
incelenmesi oldukca kolaylasmaktadir. Ornegin bir hareketli cismin aldig1 yol cismin hizina ve
gecen zamana bagl iken, bir dairenin alani yarigapinin biiyiikliigiine, bir karenin alani bir
kenarmin uzunluguna baghdir. Iste bdyle durumlarda degisen biiyiikliikler arasindaki
matematiksel bagintilarin modellenmesi ve bu modellerin 6zelliklerinin bilinmesi 6nemli
olmaktadir.

Tanim 2.1 A ve B herhangi iki lineer nokta kiimesi olsun. A’nin her elemanin B'nin bir ve
yalniz bir elemanina esleyen f kuralina A’dan B’ye bir fonksiyon denirve f : A — B

x = y=flx)
seklinde gosterilir.

Tanim 2.1°de A: fonksiyonun tamim kiimesi olup Dy = A ile gosterilirken B : fonksiyonun
deger kiimesi olup E; = B ile gosterilmektedir. Tanim 2.1’e gore f bagmtis1 f =
{(x,y):x € A,y € B} seklinde tanim1 bir kiimedir. Bir f bagmtisinin bir fonksiyon olabilmesi
icin A tanim kiimesinin her bir elemanina B deger kiimesinde mutlaka bir eleman karsilik

gelmelidir ve karsilik gelen bu eleman tek olmalidir. Yani A’daki bir elemana B’de iki eleman
karsilik gelmemelidir. Gorsel olarak bir fonksiyon Sekil 2.1°de verildi.

f

Sekil 2.1 Bir fonksiyonun gorsel ifadesi
Buna gore;

i)Vx € Aicin (x,y) € f olacak sekilde 3y € B olmali
ii) (x,y) € f ve (x,2) € f oldugunda y = z olmali

yazilabilir. Eger f fonksiyonu, tanim kiimesinin x elemanin1 deger kiimesinin y elemani ile
eslestirirse x’in f altindaki goriintiisii y’dir denir ve bu y = f(x) seklinde gosterilir. Burada x
bagimsiz degisken olup, tanim kiimesinde degistik¢e, buna bagli olarak y’de deger kiimesinde

f:A - Bbirfonksiyon@{ (2.1)

degisir. Bu sebeple y = f(x) bir fonksiyon oldugu kadar, aym1 zamanda bir bagiml
degiskendir.
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Ornek 2.1 Bir karenin alaninin karenin bir kenar uzunlugunun bir fonksiyonu oldugunu
gosteriniz?
Coziim: Karenin kenar uzunlugu x ve alan1 S olsun. Karenin kenar uzunluklarinin kiimesini A
ile alanlarmin kiimesini de B ile gosterelim. f:A — B

x — f(x) =S=x? bagntisin1 tanimlayalim.
Bu bagintinin bir fonksiyon olabilmesi i¢in (2.1) ifadesinde verilen (i) ve (ii) 6zelliklerinin
saglanmasi gerekir.

i) Vx € A igin (x,y) € f olacak sekilde 3y € B vardir, 6yle ki y = f(x) = § = x2 dir.
i) (x,y) €f ve (x,z) € f olsun. Bu takdirde y = f(x) = x? ve z = f(x) = x? olup,
gorildiigii tizere y = z’dir.

(i) ve (ii) den dolay1 bir karenin alani, karenin bir kenar uzunlugunun bir fonksiyonudur.

Ornek 2.2 Bir dikdértgenin alanmin, o dikddrtgenin gevresinin bir fonksiyonu olup olmadigini
gosteriniz?

Coziim: Uzun kenar1 a ve kisa kenar1 b olan bir dikdortgeni ele alalim. Bu dikdoértgenin alani
S = a X b iken ¢evresi x = 2(a + b) dir. Dikdortgenin ¢evre uzunluklarinin kiimesini A ve
alanlariin kiimesi B olsun.

f:A - B
x =»y=f(x)=S bir fonksiyon mudur? Bunun dogru olabilmesi i¢in (2.1) ifadesinde
verilen (i) ve (ii) 6zelliklerinin saglanmasi gerekir.

i) Vx € Aigin (x,y) € f olacak sekilde 3y € B vardir, o6yle ki x = 2(a + b) ikeny = f(x)
S =axbdir.

i) (x,y) € fve (x,z) € folsun. (x,y) € f ise, 6rnegin; a = 16,b = 4iken x = 2(a + b) =
40 olup, y = f(x) =S =a x b =16 X 4 = 64 diir. Benzer sekilde (x,z) € f ise, 6rnegin;
a=11,b=9 iken x =2(a+b) =40 olup, z=f(x) =S=axb=11%x9 =99 dur.
Gorildigi gibi tanim kiimesi ait x = 40 elemani degerler kiimesinde hem y = 64 hem de z =

99 gibi iki farli elemanla eslesmektedir. Bu sebeple tanimlanan f bagintis1 A’dan B’ye bir
fonksiyon degildir. Buna gore dikdortgenin alani, ¢evresinin bir fonksiyonu olamaz.

Tanmm 2.2 A c IR, B c IR ve f: A — B bir fonksiyon ise bu fonksiyona reel degiskenli-reel
degerli fonksiyon denir.

Tanim 2.2’ye gore reel degiskenli reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde, f’in tanim kiimesi
f(x)’i reel yapan biitiin x noktalarinin kiimesidir.

Ornek 23 AcIR, BcIR ve f:A —» B fonksiyonu x - f(x) = V1 —x2 seklinde
tanimlansin. Fonksiyonun tanim kiimesini ve deger kiimesini bulunuz?

Coziim: Tamm Kiimesi: f(x) = V1 —x2 € IR olmas1 i¢cin 1 — x? > 0 olmas1 gerekir.
1—x2=0>=x?=1=x = 41 olup, isaret tablosu:

X —00 -1 +1 +co
1—x? - 0 + 0 —
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Bu tabloya gére tamim kiimesi Dy = [—1, +1] kapal1 araligidur.

Deger kiimesi: Vx € Dpigin -1 <x < +1 20<x*<1 =2-1<-x2<0=0<1-x2<

1=>0<V1-—x2<1 olup, boylece 0 < f(x) < 1 olacagindan E; = [0, 1] kapal1 araligidur.

Tamm 2.3 f:A — B fonksiyonu verildiginde {(x, f(x)): x € A} kiimesine f fonksiyonunun
grafigi denir.

Tanim 2.3’e¢ gore Vx € A igin (x, f (x)) noktalart xOy diizleminde isaretlendiginde
fonksiyonun grafigi ¢izilmis olur.

Tamim 2.4 f ve g ayni kiime tlizerinde tanimli fonksiyonlar ve bu kiimenin her x elemani igin
f(x) = g(x) oluyorsa, file g fonksiyonlarina esit fonksiyonlar denir ve f = g seklinde
gosterilir.

Ornek 2.4 f: IR - IR fonksiyonu x — f(x) = x? — 1 seklinde ve g: IR — IR fonksiyonu da
x—=gx)=(x—1)(x+1) seklinde tanimli olsun. f ve g fonksiyonlarmin esit oldugunu
gosteriniz?

Coziim: f(x) = x? — 1ve g(x) = (x — 1)(x + 1) fonksiyonlarinin her ikisi de Vx € IR igin
tanimli oldugundan tanim kiimeleri IR dir. Keyfi bir x € IR segelim. Bu takdirde
fX)=x*—1=((x—-1(x+1)=g(x) elde edilir. x € IR keyfi secildiginden dolay1 bu
durum Vx € IR igin gegerli olup, f(x) = g(x) dir. O halde f veg fonksiyonlarinin esit
fonksiyonlardir.

Tamm 2.5 f ve g tanim kiimeleri siras1 ile Dy ve Dy, deger kiimeleri de yine sirast ile Ef ve Eg
olan iki fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun f + g toplami, f — g farki, f X g carpimive f/g
bolimii;

F+P@)=f)+9x) ; F-)=fx)-—gC) ; Fxgk) =fx)xgk) ;
(f/g9)(x) = f(x)/g(x) seklinde tanimlanir. Burada f + g, f — g ve f X g fonksiyonlarinin
tanim kiimeleri D N Dy iken f//g fonksiyonunun tanim kiimesi Dy N D, kiimesinden g(x) =
0 esitligini saglayan noktalar1 ¢ikarttiktan sonra geriye kalan fark kiimesidir. f + gve f — g
fonksiyonlarinin degerler kiimeleri Ef U E; kiimesi iken f X g ve f/g fonksiyonlarmin

degerler kiimesi ya Er U E kiimesi ya da bunun bir alt kiimesidir.

Ornek 2.5 f: IR — IR fonksiyonu, f(x) = x3 — 1 ve g:IR — IR fonksiyonu, g(x) = x — 1
verilsin. f + g, f — g, f X g ve f/g fonksiyonlarini ve bu fonksiyonlarin tanim kiimeleri ile
degerler kiimelerini bulunuz?

Coziim: f(x) = x> — 1 fonksiyonu i¢in D; = IR ve E; = IR iken g(x) = x — 1 fonksiyonu
igin D, = IR ve E, = IR dir.

F+9@ =fx)+gx) =x>—-1)+ (x—1) =x> 4+ x — 2 olup, tamm kiimesi Dy, 4, =
D¢ N Dy = IR N IR = IR ve degerler kiimesi Ef,, = Ef U E; = IR U IR = IR dir.
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F-—9@ =fx)—gx)=x>-1)—-(x—1)=x>—x olup, tamm kiimesi Df_, =
Ds N Dy =IR N IR = IR ve degerler kiimesi E;_, = Ef UE; = IR U IR = IR dir.

FxXP@)=f)xgx)=x*-1)x—-1)=x*-x3—-x+1=x—-1?(x?+x+1) olup,
tanim kiimesi Dfxg =Df N Dy =IRNIR =IR ve degerler kiimesi Vx € Dfy, igin

(f x 9)(x) = 0 oldugundan E¢., = IR* U {0} kiimesidir.

fO) _ x3-1  (xe—1D)(xP+x+1)
(/g =18 =0 - e

IRNIR = IR ve degerler kiimesi Vx € D/, igin (f/g)(x) =1 oldugundan Ef/q = [1,)
araligidir.

= x% + x + 1 olup, tanim kiimesi Dfsg = Df N Dy

Tanim 2.6 f: A — B bir fonksiyon, E ¢ Ave F c B olsun. f(E) = {f(x): x € A} kiimesine
E kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii, f~1(F) = {x: f(x) € F} kiimesine de F
kiimesinin f altindaki ters goriintiisii denir. Ayrica f(A) kiimesine de fonksiyonun gortintii
kiimesi denir ve daima f(A) c B dir.

. f
=) o

Sekil 2.2 f fonksiyonu altinda bir kiimenin goriintiisii, ters goriintiisii ve goriintii kiimesi

Tanmm 2.7 f: A — B fonksiyonu i¢in f (4) = B oluyorsa, f fonksiyonuna 6rten fonksiyon, aksi
takdirde f fonksiyonuna i¢ine fonksiyon denir.

Tanim 2.7°ye gore f bir orten fonksiyon < Vy € Bigin y = f(x) olacak sekilde 3x € A
vardir.

Tanmm 2.8 f: A — B fonksiyonu verildiginde farkli elemanlarin goriintiileri de farkli ise ya da
goriintiileri ayn1 olan elemanlarin kendileri de ayni1 ise f fonksiyonuna birebirdir denir.
Vx1,x, € Aicin x; # x, iken f(x1) # f(x3)
Tanim 2.8’e gore f fonksiyonu birebirdir & VEYA
Vxq,x, € Aicin f(x;) = f(x,) iken x; = x
oluyorsa.
Hem birebir hem de drten olan bir fonksiyona birebir-6rten fonksiyon denir.

Ornek 2.6 f: IR — IR, f(x) = 2x + 3 fonksiyonu birebir-6rten midir?

Coziim: Dy = IR dir, ¢linkii verilen fonksiyon Vx € IR i¢in tanimhdir. Ayrica Vx € IR igin
f(x) = 2x + 3 € IR olacagindan degerler kiimesi Ef = [R’dur.
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Simdi verilen fonksiyonun birebir olup olmadigina bakalim Keyfi olarak x;, x, € IR alalim ve
f(x;) = f(x,) olsun. Bu durumda 2x; + 3 = 2x, + 3 = 2x; = 2x, = x; = X, elde edilir.
Buna gore verilen fonksiyon birebirdir.

Ikinci olarak verilen fonksiyonun 6rten olup olmadigina bakalim. Keyfi biry € E 7 = IR alalim.
Bu takdirde y = f(x) =2x+3 = x = %(y —3) € Dy = IR vardir. Buna gore degerler

kiimesinin her elemanina tanim kiimesinde en az bir eleman bulunabilecektir. Bu sebeple
verilen fonksiyon orten fonksiyondur.

e Hem birebir hem de orten fonksiyonlar i¢in fonksiyonun grafigi ¢izildiginde, Ox-
eksenine paralel olarak c¢izilecek olan dogrular bu grafigi yalniz ve yalniz bir tek
noktada keserler.

Tanim 2.9 f, A’dan A’ya bir fonksiyon olsun. Vx € A i¢in f(x) = x ise f fonksiyonuna birim
(6zdes) fonksiyon denir ve f = I, ile gosterilir.

Tanim2.10 f: A — Bve g: B — C fonksiyonlari verilsin. Bu takdirde g fonksiyonu f (A4)’daki
her f(x) elemanini C kiimesinin bir g( f (x)) elemanina doniistiiriir. Boylece A kiimesinin her
bir x elemanin1 C kiimesinin bir z = g( f(x)) elemanina déniistiiren yeni bir fonksiyon elde

edilir. Bu yeni fonksiyona f ile g fonksiyonlarmnin bileske fonksiyonu denir ve g o f ile
gosterilir.

gofiA ->C,z=(gef)x)= g(f(x)) bileske fonksiyonu Sekil 2.3’de gosterildi.

c

Sekil 2.3 Bileske fonksiyon gosterimi

Benzer sekilde g ile f fonksiyonlarinin bileske fonksiyonu da tanimlanabilir. Eger g: B — C
ve f: C — A fonksiyonlar ise bu takdirde g ile f fonksiyonlarinin bileske fonksiyonu;

fog:B A, z=(fog)(x) = f(g(x)) seklinde tamimli bir fonksiyondur. Genel olarak
fog=#geofdir.

Ornek 2.7 f:IR — IR, f(x) = 3x — 1 fonksiyonu ile g:IR — IR, g(x) = x? fonksiyonu
verilsin. g o f ve f o g bileske fonksiyonlarini bulunuz?

Coziim: go f:IR = IR

x sz=(g° ) =g(f(x)) =gBx—-1) = 3Bx—1)?
fog:IR - IR

x »z=(fog)(0)=f(g()=f(x*) =3x"-1
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Burada f o g # g o f oldugu goriilmektedir.

Tamm 2.11 f: A — B fonksiyonu birebir ve Orten bir fonksiyon olsun. (g o f)(x) = x ve
(f ° g)(y) = y esitliklerine saglayan g fonksiyonuna f nin ters fonksiyonu denir ve g = f ™1
ile gosterilir (bakiniz Sekil 2.4).

Tamm 2.11’¢ gore f~lof =1, iken fofl =1, dir. Burada f ve f~! fonksiyonlari
birbirlerinin ters fonksiyonlari olup, grafikleri aym1 koordinat diizleminde ¢izildiginde bu
grafikler y = x dogrusuna (1. A¢1 ortay) gore simetrik olacaktir. Clinkii (a, b) noktas1 y = f(x)
egrisi lizerinde bir nokta ise (b, a) noktas1 da y = f~1(x) egrisi iizerinde bir nokta olacaktir.
(a,b) ve (b, a) noktalar1 y = x dogrusuna (1. Ag¢1 ortay) gore simetrik noktalardir.

. ) . . an __me t“ ku [
Fnin tamm kiimesi "F[Ei;fﬂmn ukij;j
fVin goriinti kiimesi anum

Sekil 2.4 Ters fonksiyon gosterimi

Ornek 2.8 f:IR — IR, f(x) = x® + 1 fonksiyonunun tersinin olup olmadigini arastiriniz.
Varsa tersini bulunuz.

Céziim: f(x) = x3 + 1 fonksiyonunun tersinin olabilmesi i¢in verilen fonksiyonun birebir ve
orten olmasi gerekir. Dy = IR ve Ey = IR dir.

f fonksiyonu birebirdir & Vx,,x, € Df = IR i¢in f(x;) = f(x;) iken x; = x, olmal.

Keyfi x;,x, € IR alalim ve f(x;) = f(x;) olsun. Budurumdax; + 1=x3+1=>x} —x3 =0
= (x;— x) (X2 +xx0, +x3) =0 = x; # 0,x, # 0 iken daima x? + x5 > x;x, olacagindan
ikinci garpan, yani xZ + x;x, + x5 > 0 dir. O zaman esitligin saglanabilmesi icin birinci ¢arpanimn, yani
X1 — x, = 0 olmas1 gerekir ve bdylece x; = x, elde edilir. Burada x,,x, € IR keyfi se¢ildiginden
bu durum Vx4, x, € IR icin gecerlidir, dolayisiyla verilen fonksiyon birebirdir.

f bir 6rten fonksiyon < Vy € Ef = IR i¢in y = f(x) olacak sekilde 3x € Dy = IR olmal1.

Keyfi biry € E; = IR alalim. Budurumda y = f(x) = x* + 1 olup, burada x = ly—1€IR
vardir. O halde verilen fonksiyon ortendir.

Sonug olarak verilen fonksiyonun tersi vardir ve ters fonksiyon y = f~1(x) = Vx—1 dir.

Bu iki fonksiyonun grafigi ayni koordinat diizleminde ¢izildigi zaman Sekil 2.5 elde edilecektir.
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Sekil 2.5 Birbirlerinin tersi olan fonksiyonlarin grafikleri

Tamm 2.12 Ac IR ve f:A — IR bir fonksiyon olsun. Vx;,x, € A i¢in x; < x, iken
f(x1) < f(xy) [veya f(x;) < f(x;)] oluyorsa f fonksiyonuna A kiimesi iizerinde monoton
artan [veya azalmayan]| fonksiyon denir. Benzer sekilde Vx;,x, € A i¢in x; < x, iken
f(x1) > f(xy) [veya f(x;) = f(x,)] oluyorsa f fonksiyonuna A kiimesi {izerinde monoton
azalan [veya artmayan]| fonksiyon denir. Bir aralik iizerinde tanimli bir fonksiyon tanim
araliginin tamami lizerinde artan veya azalan ise fonksiyona bu aralikta kesin olarak
monotondur denir. Bir aralik iizerinde taniml1 bir fonksiyon tanim araliginin tamamu iizerinde
artmayan veya azalmayansa bu fonksiyon bu aralikta monotondur denir. Eger bir fonksiyonun
tanimli oldugu her sonlu aralik, fonksiyonun monoton oldugu sonlu sayida alt araliga
boliinebiliyorsa, bu fonksiyona par¢alt monoton fonksiyon denir.

N
74 e AN

azalan fonksiyon

artan fonksiyon azalmayan fonksiyon

Sekil 2.6 Artan ve azalan fonksiyon 6rnekleri

Ornek 2.9 f:IR - IR, f(x)=2x+4 ve g:IR - IR, g(x)=x? fonksiyonlarinin
monotonluk durumunu inceleyiniz. Monotonluk araliklarin belirleyiniz.

Coziim: Once f(x) = 2x + 4 fonksiyonunu ele alalm. Tamm kiimesi Df = IR ve deger
kiimesi Ey = IR dir. Vxy,x; € IR igin x; < x, olsun. Bu durumda 2x; < 2x, ve bdylece

2x; +4 < 2x, + 4, yani f(x1) < f(x;) olacaktir. Buna gore f fonksiyonu tanim kiimesi
iizerinde monoton artan bir fonksiyon olup, monotonluk aralig1 tanim kiimesidir.

Simdi de g(x) = x? fonksiyonunu ele alalim. Tanim kiimesi Dy = IR ve deger kiimesi Ef =
IR* U {0} dir. Monotonluk durumunu tanim kiimesini iki ayrik kiimenin birlesimi olarak alip,
her bir alt kiimede ayr1 ayr1 incelememiz gerekir.
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A; = (—,0) aralig1 iizerinde monotonluk durumu: Vx;,x, € A; i¢in x; < x, olsun. Bu
durumda x? > xZ yani g(x;) > g(x,) olacagindan A; = (—o0,0) aralig1 iizerinde g
fonksiyonu monoton azalandir.

A, =[0,+0) aralig1 iizerinde monotonluk durumu: Vx;,x, € A, igin x; < x, olsun. Bu
durumda x? < x3 yani g(x;) < g(x,) olacagindan A, = [0,+o) aralig1 iizerinde g
fonksiyonu monoton artandir.

Sonug olarak g fonksiyonu tanim kiimesi olan Dy = IR lizerinde pargali monotondur. Boylece

g fonksiyonun monotonluk aralig1 da tanim kiimesidir.

Tamm 2.13 A herhangi bir lineer nokta kiimesi olsun. Eger Vx € A i¢in —x € A oluyorsa, 0
zaman A kiimesine bir simetrik kiime denir. A simetrik bir kiime olmak iizere f:4A — B
fonksiyonu verilsin. Eger Vx € A i¢in f(—x) = f(x) oluyorsa f fonksiyonuna ¢ift fonksiyon,
f(=x) = —f(x) oluyorsa f fonksiyonuna tek fonksiyon denir.

(. f ()

(=, f ()
cift fonksiyon Tek fonksiyon

Sekil 2.7 Tek-Cift fonksiyon 6rnegi

Ornek 2.10 Reel degiskenli ve reel degerli olarak verilen f(x) = x?+1; g(x) = x3;
h(x) = x + 2 ve k(x) = 0 fonksiyonlarmnin teklik ve ¢iftlik durumlarini inceleyiniz.

Coziim: f: IR — IR, f(x) = x* + 1 fonksiyonu i¢in tamm kiimesi D; = IR olup, Vx € IR i¢in
—x € IR olacagindan tanim kiimesi bir simetrik kiimedir. f(—x) = (—x)?+1=x?+1=
f (x) oldugundan f fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondur.

g:IR — IR, g(x) = x3 fonksiyonu i¢in tamim kiimesi Dy = IR olup, Vx € IR igin —x € IR
olacagindan tanim kiimesi bir simetrik kiimedir. g(—x) = (—x)3 = —x3 = —g(x)
oldugundan g fonksiyonu bir tek fonksiyondur.

h:IR = IR, h(x) = x + 2 fonksiyonu i¢in tanim kiimesi D;, = IR olup, Vx € IR i¢in —x € IR
olacagindan tanim kiimesi bir simetrik kiimedir. h(—x) = —x + 2 ve —h(x) = —(x + 2) =
h(x)

—h(x) oldugundan h fonksiyonu ne ¢ift ne de tek fonksiyondur.

—x — 2 olup, h(—x) # {
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k:IR - IR, k(x) = 0 fonksiyonu igin tanim kiimesi D, = IR olup, Vx € IR igin —x € IR
olacagindan tanim kiimesi bir simetrik kiimedir. k(—x) = 0 = k(x) oldugundan k fonksiyonu
bir ¢ift fonksiyondur. Ayrica —k(x) = —0 =0 olup k(—x) = 0 = —k(x) oldugundan k
fonksiyonu bir tek fonksiyondur. O halde k fonksiyonu hem ¢ift hem de tek fonksiyondur.

Tamm 2.14 f: IR — IR fonksiyonu igin A € Dy olsun. Vx € A igin |f(x)| < M olacak sekilde

bir M > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonuna A kiimesinde sinirli fonksiyon denir. A kiimesinde
sinirlt olmayan fonksiyona ise sinirsiz fonksiyon denir.

Tamm 2.15 f:IR — IR fonksiyonu i¢in Dy = IR olsun. Belli bir T > 0 sayis1 igin Vx € Dy

iken f(x+T)=f(x) oluyorsa f fonksiyonuna periyodik fonksiyon, T sayisina da
fonksiyonun peryodu denir.

Eger T > 0 sayis1 bir f fonksiyonun peryodu ise k € Z* olmak iizere kT (yani Tperyodunun
pozitif tam sayi katlari) sayist da ayn1 f fonksiyonun bir peryodudur. Buna gore periyodik bir
fonksiyonun peryotlarinin sayisi keyfidir. Ancak; pozitif peryotlarin en kiigiigiine fonksiyonun
esas peryodu denir.

Tamm 2.16 Iki degisken arasindaki bagtinin degiskenlerden herhangi birisine gore
coziimlenmemis sekilde verilmesine fonksiyonun kapali formu veya kisaca kapali fonksiyon
denir.

Tanim 2.16’ya gore x ve y arasindaki baginti kurali F olmak iizere bir kapali fonksiyon
F(x,y) = 0 seklinde gosterilir. y = f(x) yaziligi ise fonksiyonun agik ifadesidir.

F(x,y)=x+2y—1=0;F(x,y) =y>+4x*=0; F(x,y) = x> + y> —4 = 0 v.s. birer
kapal1 fonksiyon drnegidir.

2.2 BAZI OZEL FONKSiYONLAR

Tamm 2.17 n € Z* U {0} olmak iizere f:IR — IR, f(x) = x™ seklinde tanimlanan
fonksiyonlara ~ kuvvet  fonksiyonu  denir.  Kuvvet fonksiyonu igin Dy = IR,
IR U {0}, ncift sayti ise

Er ={ IR ,ntek sayt ise seklindedir.

-1 0

Baz: ¢ift kuvvet fonksiyonlarimin -~
grafigi

Bam tek kuvvet fonkiyonlarinin
grafikleri

Sekil 2.8 Kuvvet Fonksiyonu grafikleri
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Eger n cift say1 ise kuvvet fonsiyonu bir ¢ift fonksiyon olup, grafigi Oy- eksenine gore
simetriktir. Eger n tek say1 ise kuvvet fonsiyonu bir tek fonksiyon olup, grafigi orijine gore
simetriktir.

Tanmm 2.18 n > 0 bir tam say1 ve ay, aq, a,, ... ,a,’ler de ,a, # 0 olmak iizere sabit reel
sayilar olsun. PniIR = IR, pp(x) = apx™ + ap X" 1+ -+ ayx? + ayx; + aq
fonksiyonuna n-nci dereceden bir polinom fonksiyon denir. Burada n > 0 tam sayisina
polinomun derecesi ve ay, a4, a,, ... , a, reel sayilarina ise polinomun katsayilari adi verilir.
Polinom fonksiyon i¢in Dy = IR iken degerler kiimesi polinomun derecesine ve katsayilara
gore degisebilir.

Tanim 2.19 p,, (x), n-nci dereceden, q,,(x), m-nci dereceden polinom fonksiyonlar ve q(x) #

0 olmak iizere f(x) = p”((’;)) fonksiyonuna rasyonel fonksiyon denir.

dm

Tanim 2.19°da 6zel olarak g, (x) = 1 alinirsa f(x) = p,(x) olur, yani her polinom fonksiyon
bir rasyonel fonksiyondur, ama tersi her zaman dogru degildir. Bir rasyonel fonksiyon payday1
sifir yapan noktalar hari¢ her yerde tanimlidir.

Tanim 2.20 A c IR olmak tizere f: A — IR, f(x) = [x] seklinde tanimlanan fonksiyona tam
deger fonksiyonu denir. Burada [x]: x reel sayisindan biiyiik olmayan en biiyiik tamsayiyi
gostermektedir.

Bu tanima gore [x]; n < x esitsizligini saglayan n tam sayilarinin en biiytigiinii gosterdiginden,
p bir tam say1 olmak lizere p < x < p + 1 esitsizligini saglayan x reel sayilari i¢in [x] = p

dir.

Ornek 2.11 a) f:[—3,3] = IR, f(x) = [x] fonksiyonunu Tamm 2.20’yi dikkate alarak
yeniden tanimlaymiz ve grafigini ¢iziniz.

b) f:[-2,2] - IR, f(x) = x — [x] fonksiyonunu Tanim 2.20’yi dikkate alarak yeniden
tanimlaymiz ve grafigini ¢iziniz.

) f:[-2,2] = IR, f(x) = [[x2] fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim: a)
) JI.]Ir
(-3, —3<x<-2 _ 31 o
-2, —2<x<-1 ot —
-1, -1<x<0 | —b
f)=MxI={ 0 , o0<x<1 1 I
1, 1sx<2 3 b a1z 3
2, 2<x<3 S e
\ 3, x=3 ]
—_—
-3

Sekil 2.8 y = [[x] fonksiyonu ve [—-3, 3] araliginda grafigi

40



b)

(
|
fG) =x—[x] = {

l

x+2

x+1,

x
0

)

1,

I &

)

ll.r
—2<x<—1 ’
-1<x<0
0<<x<l1 51 : .
1<x<2 // /
x= 2 : Y&
2 -1 o 1 2

Sekil 2.10 y = x — [x] fonksiyonu ve [—2, 2] araliginda grafigi

c) f(x)=[x?] fonksiyonu igin D¢=[—2,2] aralig1 olup bir simetrik kiimedir. Ciinkii
Vx € [-2,2] i¢in —x € [—2,2] dir. Aynica f(—x) = [(—x)?] = [x2] = f(x) oldugundan
verilen fonksiyon bir ¢ift fonksiyondur. Bu sebeple grafigi Oy-eksenine gore simetrik olacaktir.

Bu durumda fonksiyonun grafigini [0,2] araliginda ¢izip sonra simetrigini almak yeterli

olacaktir.
¥

0<x<1 i¢in 0<x?<1= [x?]=0 £ 4 b
< icin 1 < x2 2] =
1<x<+V2 i¢in1<x?<2=[x?*]=1 b 3 i
V2<x<+3igin 2<x?<3=>[x?]=2 AN Ao
V3<x<2 icin 3<x?<4=[x?] =3 - 2 a2
_ ;L 2 _ 27 — T S
x=2 igin xc=4=>[x|=4 * H | A

[ A ¢ . i
237 -1 o 1 V2 Ve 2

Sekil 2.11 y = [x2] fonksiyonu ve [—2, 2] araliginda grafigi

Tamim 2.21 a # 1,a > 0 olmak iizere f: IR - IR*, f(x) = a* fonksiyonuna veya dzel olarak
a=-e,(e=2718218...) sayis1 alindiginda f:IR —» IR* , f(x) = e* fonksiyonuna {istel
fonksiyon denir. Ustel fonksiyon igin Df = IR ve Ef = IR™ dur.

1

/

(a>1)

0<a<l)

Sekil 2.12 y = a* iistel fonksiyonunun grafigi
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Tamim 2.22 a # 1,a > 0 olmak tizere f: IR* - IR , f(x) = log,x fonksiyonuna veya ozel
olarak a =e, (e = 2,718218...) sayisi alindiginda f:IR* - IR , f(x) =log.x = Inx
fonksiyonuna logaritma fonksiyonu denir. Bunlardan birincisine “a” tabanina gore logaritma,
eger a = 10 alinirsa “bayagi logaritma”, ikincisine ise “dogal ogaritma” ad1 verilir. Logaritma
fonksiyonu igin Dy = IR* ve Ef = IR dur.

...r".' / 1 +
y=x (a=1)

Sekil 2.13 y = log,x fonksiyonunun grafigi

e Ustel fonksiyon ile logaritma fonksiyonu birbirinin tersi olan fonksiyonlardir. Bu
sebeple; y =log,x & x=a"veyay=Inx < x = e? iliskileri her zaman
gecerlidir.

o log,(u.v) = logau+log,v; n(u.v) = lnu + Inv

e log, (%) = log,u — log,v ;In (%) = lnu — lnv

e log,u® = klogau ; Inu® =kinu ,k € IR.

Tamm 2.23 Dy c IR, f: D — IR bir fonksiyon olsun. |f|(x) = |f(x)| = {]:(;C()x)' ;gg i 8

fonksiyonuna f-fonksiyonunun mutlak deger fonksiyonu denir.

Tamim 2.24 Dy C IR, f: D — IR bir fonksiyon olmak tizere,

-1, x<0
f(x) =40 , x =0 fonksiyonuna isaret fonksiyonu denir ve f = sgn ile gosterilir.
1 , x>0
-1, x<0
Tanim 2.24’¢ gore isaret fonksiyonu; y = sgn(x) = { 0 , x =0 olacaktir.
1, x>0

Isaret fonksiyonu ile herhangi bir f fonksiyonunun bileske fonksiyonu;

f(-1), x<0
(f e sgn)(x) = f(sgn(x)) =X f(0), x=0
f@a), x>0

iken, herhangi bir f fonksiyonu ile isaret fonksiyonunun bileske fonksiyonu,
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-1, fx)<O0

(sgnof)(x) = Sgn(f (x)) =< 0, f(x) =0 seklinde tanimlidir.
1, f(x)>0
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