En Kiiciik ve En Biiviik Degerlerin Bulunmasi

f (x) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli ve siirekli olsun. Bu fonksiyonun verilen aralikta,
EKD f (x) ve EBD f (x) ile gosterilen en kiigiik ve en biiyiik degerlerinin bulunmasi igin;
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1) Araligin igindeki biitiin kritik noktalar bulunur ve bu noktalarda fonksiyon degerleri
hesaplanir.

i1) Araligin u¢ noktalarinda fonksiyon degerleri hesaplanir.

ii1) Bulunan biitiin fonksiyon degerleri karsilastirilarak en kii¢iik ve en biiyiik degerler
belirlenir.

Ornek:20 f(x) = §x5 — §x3 + 2x fonksiyonunun [—1 , +1] araliginda en kiigiik ve en biiyiik
degerlerini bulunuz?

Coziim i) Fonksiyonun [—1,41] araligindaki kritik noktalarini ve bo noktalarda fonksiyon
degerlerini bulalim.

f'(x) = 2x* — 5x% 4+ 2 olup, bu tirev [—1,+1] araliginda tanimhidir. Yani fonksiyonun
tiirevini bu aralikta tanimsiz yapan hi¢bir nokta yoktur. Bu durumda kritik noktalar tiirevi sifir
yapan noktalar olacaktir.

Fl)=0= 2x*—5x2+2=0=>x2=tdersek 2t2 —5t+2=0=>t; =~ Ve t, = 2
2
bulunur.

t1=%olsun.x2=t =>x2=§:x12—+ € [-1,+1] dir.
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t, =2olsun.x? =t =x% =2 = x5, = +V2 ¢ [—1,+1] dir. Buna gore [—-1, +1] araliginin

icindeki kritik noktalar x; = — —ve X, = \/% dir. Bu kritik noktalarda fonksiyonun degeri sirasi
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i1) Araligin ug noktalarinda fonksiyonun degerleri bulunur.

— _1icin f(—=1) = 2(=1)5 = 2(=1)3 1)=_245_,__1
a = —1igin f( 1)—5( 1) 3( 1)°+2(-1) = -3 2= -
— 1 i —2(1)5-2(1)3 —2_5 _u
b—llglnf(l)—s(l) 3(1) +2(1)—5 3+2—5
ii1) Bulunan tiim degerler karsilastirilirsa:
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5 <7 <2< o ©ldugundan; ][EIKD fx) = = Ve EBlD+1 flx) =

bulunur.



Tanim:10 x, € (a,b) noktasinin herhangi bir komsulugunda f(x) fonksiyonunun grafigi,
tamamen fonksiyonun x, noktasindaki (yani apsisi x, olan (x,,y,) noktasindaki) tegetinin
istiinde [veya altinda] kaliyorsa, f(x) fonksiyonuna x, noktasinda dis biikey (konveks) [veya
i¢ biikey (konkav)]dir denir.

Fonksiyonun i¢blikey [veya disbiikey] oldugu tiim noktalar kiimesine, fonksiyonun i¢biikeylik
[veya dis biikeylik] bolgesi adi verilir. Siirekli bir f(x) fonksiyonu, tanim bdlgesinin bir
kisminda i¢biikey, diger kisminda digbiikey olabilir.
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Fonksiyon (a,b) araliinda igbiikey | Fonksiyon (a,b) araliginda dis bikey
(konkav) dir. (konveks)dir.

Tanim:11 y = f(x) fonksiyonunun icbiikkey kismini digbiikey kismindan ayiran noktaya
biikiim (diigiim) noktas1 denir.

Teorem:11 f:[a,b] — IR fonksiyonunun (a,b) araliginda ikinci mertebeden tiirevi var
olsun. Eger Vx € (a,b) i¢in f" (x) > 0ise f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda konvekstir. Eger
Vx € (a,b) i¢in f" (x) < 0 ise f(x) fonksiyonu [a , b] araliginda konkavdir.

Sonuc: (Biikiim noktasinin varhg icin yeter sart)

y = f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve ikinci mertebeden tiireve sahip olsun.
Xo € (a,b) olmak tizere f"'(x) tiirevi, x, noktasindan gegerken isaret degistiriyorsa (xg ,yo)
noktasi y = f(x) fonksiyonu i¢in bir biikiim noktasidir.

Sonu¢: y = f(x) fonksiyonunun x, noktasinda ikinci mertebeden tiirevi var ve (xq,¥o)
noktasi bir biikiim noktasi ise o zaman f''(x,) = 0 dir. Ancak; bu sonucun tersi dogru degildir.

Ornek:21 y = f(x) = ¥x + 1 — Vx — 1 fonksiyonunun konveks ve konkav bdlgelerini
belirleyiniz? Varsa biikiim noktalarini bulunuz?

Coziim: f(x) = Vx + 1 — Vx — 1 fonksiyonu i¢in D(f) = (=0, +00) olup, fonksiyon bu
aralikta siireklidir. Fonksiyonun birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri sirasiyla

, _1 1 _ 1 " __2 1 _ 1
F'&) =3 e i/(x—l)Z] =1 == [i/(x+1)5 3\/(x—l)s]



olup, bu tirevler x; = —1 ve x, =1 noktalarinda tanimli degildir. Buna gore tiirev
fonksiyonlar1 (—o0,—1), (—1,1) ve (1, o) araliklarinda siireklidirler. Bu sebeple bu
bolgelerin her birinde f" (x) isaretini korur. Ciinkii araliklarin i¢inde f''(x) # 0 dir. Her bir
aralikta ikinci tiirevin isareti referans noktalar1 secilerek belirlenebilir.

Aralik Referans | f"(x) Karar x; = —1 ve x, = 1 noktalarinda

Noktas1 | isareti f"(x) tammli  olmamasina
(—0,—1) |x=—7 | +(0,00427) | Fonksiyon konveks | ragmen (—1,V2) ve (1,V2)
(-1,1) |[x=0 - (-0,4444) | Fonksiyon konkav | noktalart fonksiyonun biikiim
(1, ) x=7 +(0,2222) | Fonksiyon konveks | Moktalardur.

Ornek:22 f(x) = x® — x* fonksiyonunun konveks ve konkav oldugu araliklar1 ve varsa
biikiim noktalarini bulunuz?

Coziim: f(x) = x® —x* fonksiyonu i¢in D(f) = (—o,+) olup, fonksiyon bu aralikta
stirekli ve her mertebeden tiireve sahiptir. Fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevi i¢in isaret
incelemesi yapalim.

! 17} 2
/() = 6x° —4x® = f(x) = 30x* — 1222 = 3022 (x? — 2) = 30x%(x +/2/5 ) (x - 2/5 )
= f”(x) =0 ise ya 30x2 =0 veyax +./2/5 =0 yada x —/2/5 = 0 olmalidir. Béylece x; = 0,

X, =—4/2/5 ve x3 =,/2/5 ikinci tiirev fonksiyonunun kokleridir. Bu tiirev i¢in isaret tablosu
asagidadir. Bu tabloya gore;

(—o0,—/2/5) araliginda £’ (x) > 0 oldugundan bu aralikta f(x) konvekstir
<— \/é , 0) araliginda f"' (x) < 0 oldugundan bu aralikta f (x) konkavdir

(0, /2/5) araliginda f"(x) < 0 oldugundan bu aralikta f(x) konkavdir

(y/2/5, ) araliginda f"'(x) > 0 oldugundan bu aralikta f (x) konvekstir

x —o0 -J/2/5 0 J2/5 +00
30x2 + | + O 4 +
x+.+/2/5 - O + + +
x— 25 : : o+
() + 0 - 0 - o +
f(x) U | n | n | U
Ayrica apsisleri x, = —/2/5 ve x3 = \/2_/5 olan noktalarda ikinci tiirevin igareti degistigi i¢in bu

noktalar fonksiyonun biikiim noktalaridir, ancak x; = 0 noktas1 bir biikiim noktas1 degildir. Ciinkii bu
noktada ikinci tiirevin isareti degismemektedir.

Ornek:23 f(x) = e~*’ fonksiyonunun konveks ve konkav oldugu araliklar1 ve varsa biikiim
noktalarini bulunuz?



Coziim: f(x) = e~ fonksiyonu i¢in D(f) = (—o ,4+00) olup, fonksiyon bu aralikta stirekli
ve her mertebeden tiireve sahiptir. Fonksiyonun ikinci mertebeden tlirevinin sifir oldugu
noktalar1 ve isaretinin korundugu araliklar1 belirleyelim.

f'(x) = —2xe %" =

f(x) = —2e7" — (20)(—2x)e™ = Ze_xz(sz -1)= 2e~ (V2x+1)(V2x—-1)=0 =
Vx € D(f) igin 2¢™*° > 0 oldugundan ya v2x + 1 = 0 veya v2x — 1 = 0 olmalidir. Buna

gore kokler; x; = — g Ve x, = g bulunur. kinci tiirevin isaret tablosu:
X —o0  —+/2/2 V2/2 +oo
2¢—%° + + +
V2x +1 - © + +
V2x -1 - - O] +
f"(x) + - +
f(x) V] N V]
Bu tabloya gore;

(—oo ,—\2/2 ) araliginda f''(x) > 0 oldugundan bu aralikta f (x) konvekstir.

(— V2/2 ,\2/2 ) araliginda f"'(x) < 0 oldugundan bu aralikta f (x) konkavdir.

(\/E /2, ) araliginda f'"'(x) > 0 oldugundan bu aralikta f (x) konvekstir.
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noktasidir. Ciinkii bu noktalarda tiirevin isareti degismektedir.

Ayrica; xq; = Ve ; x, = % noktalarinin her ikisi de verilen fonksiyon i¢in birer biikiim

Asimptotlar

Tammm:12 y = f(x) fonksiyonu ve sonlu bir a sayis1 verilsin xll% f(x) = o0 veya
xllrgl_ f(x) = tooise x = a dogrusuna y = f(x) egrisinin bir diisey asimptotu denir.

* Fonksiyonun tanimsiz oldugu noktalarda diisey asimptot aranir.

Tanmim:13 y = f(x) fonksiyonu i¢in xl_i)r_poo f(x) =bise,y = b dogrusuna y = f(x) egrisinin
bir yatay asimptotu denir.

Tamm:14 y = f(x) fonksiyonu verildiginde lim (f(x) —g(x)) =0 veya xl_i)r_noo(f(x) —

g(x)) = 0 olacak sekilde bir y; = g(x) egrisi varsa, bu egriye y = f(x) egrisinin bir Egri
Asimptotu denir.



Eger y; = g(x) 0zel olarak bir dogru denklemi (yani y; = g(x) = a + bx scklinde) ise o
zaman y; = g(x) dogrusuna y = f(x) egrisinin bir Egik Asimptotu denir.

Buna gore ;

1) lim e _ =my; # 0 ve lim[f(x) —myx] = k; limitleri mevcut ve reel ise bu takdirde
X—00

x—-o0o X

y1 = myx + k; dogrusuna y = f(x) egrisinin 1-nci Egik Asimptotu ad1 verilir.

2) lim % =m, # 0 ve 11m [f(x) m,x| = k, limitleri mevcut ve reel ise bu takdirde

X—>—00

Y, = myx + k, dogrusuna y = f (x) egrisinin 2-nci Egik Asimptotu ad1 verilir.
3) Ozel olarak f(x) = g"—((x)) ,(n>m; n,m € Z*) seklinde bir rasyonel fonksiyon ise bu

durumda f(x) = gl—(fx)) T () + g:f(")) ,(k <m;k,m€Z*) seklinde yazlabilir. Bu

yazilista T,,_,, (x) polinom fonksiyonu, f(x) fonksiyonu i¢in bir egik asimptottur.

V0x2=3|

Ornek:24 y = f(x) = Y fonksiyonunun asimptotlarini arastiriniz?

Coziim: i) Diisey asimptot: Fonksiyon x = 0 noktasinda tanimsiz oldugundan bu noktada
disey asimptot olabilir. Eger a € IR olmak iizere lim f(x) = +oo veya lim f (x) = toise
xX—a xX—a

x = a dogrusu diisey asimptottur. a = 0 i¢in;

23 )

lim f(x) = lim = ﬁ = —oo|
x=0 x=0 $ = x = 0 dogrusu (y ekseni) bir diisey asimptottur.
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A ) = lim S = = 1)

ii) Yatay asimptot: lirp f(x) = bise, y = b dogrusu yatay asimptottur.
X—1T 00

|x2_3|:{x2—3 , (Fo<x<—V3)U(V3<x <)

—(x%2-13) ) —V3<x<+3
<3| =3 -
lim f(x) = lim =li = lim ——1
X—00 X— 00 X xX— X—00
|x2=3| [y x/l—fi
lim f(x) = lim T = lim xT3 = lim ——— = 1 oldugundan y = 1 dogrusu bir
X—>—00 X—>—00 X—>—00 X——00

yatay asimptottur.

[x2-3] 3
FO _ P = R = S
iii) Egik Asimptot: m; = lim — = lim —— = lim m =0

x—o00 X X—00 X X—>00 x2 X—>00 x2 (ee]

oldugundan 1-nci egik asimptot yoktur.




|x?-3|

. : . x?-3 N 3
m, = lim IO — Jim —— = lim 22 = lim = = — =0 oldugundan 1-
xX—-—o0o X X——00 X x—>—00 X2 X——00 2 — 00
nci egik asimptot yoktur.
. x24+2x-3 . .
Ornek:25y = f(x) = — fonksiyonunun asimptotlarini arastiriniz, varsa bulunuz?

Coziim: i) Diisey asimptot: D(f) = IR — {0} olup, x = 0 noktasinda diisey asimptot olabilir.

2
x2+2x-3 _ -3 g
= — = —oo oldugundan
x ot

. . x*42x-3 _ -3 : :
AR SO0 = i T S S e ve IR S0 = I

x = 0 dogrusu bir diisey asimptottur

x%42x-3

ii) Yatay asimptot: lim f(x) = lim = 400 (n =2 > m = 1 oldugundan)
X—00 X—00

x%42x-3

lim f(x) = lim = —oo (n =2 >m = 1 oldugundan)
X—>—00 X——00

Bu sonuglara gore yatay asimptot yoktur.

2 —
iii) Egik Asimptot: m; = lim IO _ i X +22x 3

xX—oo X X—00 X

=1 # 0 (n = m = 2 oldugindan)

ki = )lCLrglo[f(x) —myx] = JlCLrg [x2+ix_3 — x] = lim (Zx_?’) = 2 oldugundan y, = m;x +

X—00 X
ky = x + 2 dogrusu 1-nci egik asimptottur.

2,00
m, = lim@= limerzzx3

xX—>—00 X X—>—00 X

=1 # 0 (n = m = 2 oldugindan)

o .
2 x| = lim (22) =2 oldugundan  y, =

X

ky = lim [f() —mpx] = lim |~ = Jim,

myx + k, = x + 2 dogrusu 2-nci egik asimptottur.



