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BOLUM I

I.1 GIRIS

Bir istatistiksel olay1 incelerken bu olay lizerinde degisken adini verecegimiz pek ¢ok 6zellik
tanimlamak miimkiindiir. Bu degiskenlere gore s6z konusu istatistiksel olay her bir degisken
tek tek ele alinarak incelenecegi gibi hepsi birlikte esanli (ayn1 anda) olarak da incelenebilir.
Degiskenlerin tek tek incelenmesi tek degiskenli istatistigin konusudur. Ancak; bu durum
istatistiksel olay hakkinda verilecek olan karar i¢in hata olasiliginin biiyiimesine yol acabilecegi
gibi zaman ve maliyet israfina da neden olabilecektir. Istatistiksel olayn tiim degiskenler
birlikte ele alinarak incelenmesi halinde ise bahsedilen bu olumsuzluklar ortadan kaldirilabilir.
Bu tarz bir inceleme ise ¢ok degiskenli istatistigin kapsami igerisine girmektedir. Ciinkii ¢ok

degiskenli istatistiksel analizlerde birbirleriyle iliskili ¢ok sayida degisken s6z konusudur.

Istatistik biliminin genelinde oldugu gibi cok degiskenli istatistiksel tekniklerin esas amaci, say1
ile ifade edilen sonuclarin gézlemlenmesi, diizenlenmesi, 6zetlenmesi, karar asamasinda bilgi
olarak kullanilmasi ve yorumlanmasidir. Cok degiskenli istatistik birden fazla 6zelligin analizi

ile ilgilendiginden, uygulamalarda farkli amaclar i¢in kullanilabilir. Bu amaglardan bazilart:

1) Basitlestirme ve Boyut Indirgeme: Cok sayida degisken tarafindan belirlenen bir sistemin
daha az sayida yapay degiskenlerle temsil edilerek basitlik saglanmasi i¢in kullanilabilir (Temel
Bilesen Analizi, Faktor Analizi).

2) Birimlerin Siniflandirilmast: Gozlenen birimlerin degisik siniflar ya da gruplar olusturup
olusturmadiginin belirlenmeye calisilmasi veya birimlerin dnceden tanimlanmis siniflardan
herhangi birisine ait olup olmadigimin belirlenmesi i¢in kullanilabilir (Kiimeleme Analizi,

Diskriminant Analizi)

3) Bagimlilik Yapisinin Incelenmesi: Degiskenler arasindaki kovaryans ya da korelasyonlardan
faydalanarak bagimhiligin kaynaklarinin arastirilmasi  ve sonuglarin incelenmesi ve
degerlendirilmesi i¢in kullanilabilir (Cok Degiskenli Regresyon Analizi, Cok Degiskenli
Varyans Analizi, Kanonik Korelasyon Analizi)

4) Hipotez Olusturma ve Hipotez Testi: Inceleme konusu olaylara ait hipotezler olusturarak bu

hipotezlerin test edilebilmesi i¢in gerekli test istatistiklerini belirlemek i¢in kullanilabilir. Cok



degiskenli testler genel anlamda tek degiskenli istatistiklerle ilgili hipotezlerin test edilmesinde

kullanilan test istatistiklerinin bir genellestirmesidir.

5) Siralama ve Olgekleme: Bazi arastirmalarda birimlerin belli dlgiilere gére siralanmasi
istenebilir. Olgekleme ise ¢ok sayida degiskenden yararlanarak birimlerin daha az boyutta
gosterilmesidir (Uygunluk Analizi, Cok Boyutlu Olgekleme). Gerek uygunluk analizinde
gerekse ¢ok boyutlu Olceklemede grafik gosteriminden yararlanarak  birimlerim

karsilastirilmasi, yakinlik yada uzakliklarinin belirlenmesi saglanir.

1.2 MATRIS KAVRAMLARI ve OZELLIKLERI

Cok degiskenli istatistiksel yontemlerin hemen hemen hepsinde, degiskenlerin matrisler
seklinde diizenlenmis 6zet bilgileri kullanilarak ¢oziime ulasilmaktadir. Bu yonii ile gok
degiskenli analizlerde matris kavrami 6nemli yer tutmaktadir. Ayrica bazi teorik bilgilerin daha
iyi anlasilabilmesi ve daha hizli kavranabilmesi i¢in matrislere ait bazi temel kavramlarin ve

ozelliklerin bilinmesinde 6nemli yararlar vardir.

Tanim L.1 Elemanlar1 reel ya da kompleks sayilardan olusan satir ve siitunlara sahip dortgensel

bir sisteme matris denir ve A4 = [aij]nxp ,(i=1,2,..n;j =1,2,...,p) ile gosterilir. Burada

n: satir ayis1 ve p: siitun (kolon) sayis1 iken a;;: A matrisinin i-nci satir, j-nci siitundaki

elemanidir.

Ornek I.1 Ondokuz Mayis Universitesi Fen Fakiiltesi’ne ait bazi boliimlere 2017-2018, 2018-
2019 ve 2019-2020 egitim 6gretim yillarinda kayit yaptiran 6grencilerin dagilimi Tablo I.1°deki
gibi olsun.

Tablo I.1 OMU Fen Fakiiltesi’ne Ait Bazi Boliimlere Kayit Yaptiran Ogrencilerin
Dagilim

Egitim Ogretim Yillar1
Boliim 2017-2018 | 2018-2019 | 2019-2020
Istatistik 32 35 40
Matematik 35 42 52
Fizik 15 16 20
Kimya 36 40 45
Biyoloji 16 15 20
M. Biyoloji 40 45 50

Bu tabloda yer alan bilgiler matris seklinde bir A matrisi olarak adlandirilip yazilacak olursa;



32 35 407
35 42 52
A-|15 16 20
36 40 45

16 15 20

L 40 45 50

seklinde ifade edilir.

Tanim 1.1’e gore:

1) p = n ise A bir kare matristir.

i) p = 1 ise A bir kolon vektoriidiir ve A = a : n X 1 seklinde gosterilir.
Iii) n = 1 ise A bir satir vektoriidiir ve A = a : 1 X p seklinde gosterilir.
iv) V(i,j) igin a;; = 0 ise A bir sifir matrisidir.

V) n = p olmak lizere i = j iken a;; = 1 ve i # j iken a;; = 0 ise A bir birim matristir (A =
I,,A=1,).

Vi) ) n = p olmak iizere i # jikena;; = Ovei = jikena;; & {0, 1} ise A bir kdsegen matristir
Ve A = K6§[a11, Ay, e s am,] seklinde gosterilir.

vii) Bir A matrisinin satir ve siitunlarinin yer degistirmesiyle elde edilen matrise A’nin transpoz
matrisi denir ve A’ ile gosterilir.

viii) A: p X p bir matris olsun. A = A’ ise A bir simetrik matristir, eger . A = —A' ise A bir ters
simetrik matristir.

iX) A:p X p bir matris olsun. AA" = A'A = I, oluyorsa veya

Q) X aau =0, #k =1,2,..,p), [veya 27=1 ajar; =0, ((#k=12..,p)]

b) Z?zl aizj =1,(=12,..,p), [Veya Z?zlaizj =1, (i=1,2, ...,p)]

oluyorsa, A bir ortogonal (dik) matristir.

X) A:pxp bir matris olsun. Bu takdirde |A|=det(A) =X, a;A; =X, a;A;
ifadesinden elde edilen reel saylya A matrisinin determinant1 denir. Burada a;;: A matrisinin

(i,j) elemam iken, A;; bu elemana karsilk gelen kofaktordiir. A;; kofaktorii;

Ay = (=D |My;

, (i,j=1,2,..,p) esitligi ile hesaplanir. Bu esitlikte yer alan |Ml-j|

ifadesi, A matrisinin i-nci satir ve j-nci siitunu ¢ikartildiktan sonra geriye kalan alt matrisin

determinanti olup, a;; elemaninin Mindrii adini alir.



Xi) A: p X p bir matris ve |A| # 0 olsun. Bu takdirde B = ﬁ [Adj(A)] matrisine A matrisinin
tersi denir ve A~ = B ile gosterilir. Burada Ax = [Al- f]p><p’ A matrisinin kofaktorler matrisi

olmak tizere Adj(A) = Ax seklinde tanimli olup A matrisinin adjoint matrisi olarak bilinir. Eger
A matrisi simetrik bir matris ise 0 zaman Adj(A) = Ag dir, yani adjoint matris ile kofaktorler

matrisi birbirine esittir.
Xii) A:p X p bir matris olsun. iz(4) = 5.’=1 a;; ifadesine A matrisinin izi denir.

Xiii) A:p X p bir matris ve 1 bir skaler parametre olmak iizere |4 — AL,| = 0 polinomunun
kokleri olan A;,(j=1,2,..,p) degerlerine A matrisinin O6zdegerleri denir. Ayrica;
j=1,2,..,p icin (A — Ajlp)g j = 0 homojen lineer denklem sisteminin ¢6ziim vektor olan
xj:p X 1 vektoriine, A; 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor denir. Burada |A —Ajlpl =0
oldugundan bulunacak olan x ; ¢6ziim vektorleri parametreye bagl olacagindan tek degildir.
Yani A; Ozdegerine sonsuz tane x; Ozvektorii karsihk gelebilir. Bu vektdrler
normallestirildiginde (birim normal vektore doniistiiriildiigiinde) bir tek birim normal 6zvektori
gosterir.

ej . Aj ozdegerine kargilik gelen birim normal 6zvektor olsun. Bu takdirde bu birim normal

O0zvektor;

e =——x j=12,..,p
i f_] ) — L&y,
JEES
esitligi ile bulunur. Bu 6zvektorlere standartlastirilmis asil 6zvektorler ya da standartlagtirilmis

asil temel bilesenler ad1 verilir.

A= Kos[Ay, Ay, ...,Ap]pxp ...... A matrisinin 6zdegerler matrisi

P = [g 1 €y w ep|l A matrisinin 6zvektorler matrisi (bir ortogonal matristir)

0, j*k

1, j=k ozelligi saglanir. Bu 6zellige gore 6zvektorler birbirine dik

olup, burada e’je , = {

olan vektorlerdir. Bu sebeple P 6zvektorler matrisi bir ortogonal matristir.
Buna karsilik bazi istatistiksel paket programlari (6rnegin SPSS) , j=1,2,..,p icin

e; =, 4e; esitligi ile verilen Ozvektorleri ¢ikti olarak vermektedir. Bu 0Ozvektorlere

standartlastirilmis 6zvektorler ( veya standartlastirilmis temel bilesenler ya da faktor yiikleri)

*

ad1 verilmektedir. Bu takdirde 6zvektorler matrisi P = [g 1 ey .. e ’;,]pxpile gosterilir.



Xiv) A:p X p bir matris, (Aj € ), j =1,2,...,pikilisi A matrisinin 6zdeger-6zvektor ciftleri
olmak tizere,
— r _ \'P !
A=PAP' =Y Jjeje]
ifadesine A matrisinin spectral ayrisimi denir.

XV) A:p X p bir matris, (Aj € ), j=1,2,...,p ikilisi A matrisinin 6zdeger-6zvektor ¢iftleri

olsun. A2 = Kés[\//l_l, V22, ...,\//1—,,] olmak tizere Al/2 = pAl/2p’ = ?zl\/l_jgjg’j
ifadesine A matrisinin karekok matrisi denir.

Xvi) A:p X p bir matris ve x’ = [x1 Xy e xp] : 1 X p boyutlu bilinmeyenler vektorii olsun.
Bu takdirde;

Q(x) = x'Ax = X7_, X¥_; ayjxix;

ifadesine bir karesel form denir.

v' Bir karesel formu tanimlayan A matrisi bir simetrik matristir. Eger A matrisi simetrik
degilse, B = (A + A")/2 esitligi ile elde edilen B simetrik matrisi yardimiyla Q(x) = x'Bx
karesel formu yazilabilir.

v’ Vx # 0 igin Q(g) = x'Ax > 0 ise karesel forma pozitif taniml karesel form ve 4
matrisine de pozitif taniml1 matris denir.

v Bger 3x # 0 i¢in Q(x) = x’Ax > 0 ise karesel forma pozitif yari tanimli karesel form
ve A matrisine ise pozitif yari tanimli matris ad1 verilir.

XVii) A: p X p bir matris olsun. k < p olmak tizere A matrisinin; A;;: k X k, A15:k X (p — k),
Ayi1:(p — k) X kveA,y: (p — k) X (p — k) seklinde alt matrislere ayrilmasina A matrisinin bir

parcalanmasi denir ve

A11 A12

A= -+ -+« | 1le gosterilir.

A21 A22

xviii) A:p X p bir matris olsun. Eger A% = A ozelligi saglaniyorsa A matrisine idempotent

matris denir.
Algoritma 1.1 Birim normal 6zvektorlerin bulunmast

1)j =1,2,..., polmak iizere her bir Aj 6zdegeri igin A — A;1,, matrisi bulunur.
i) Adj(A — A;1,) matrisi elde edilir. Adj(A — A;1,) = [Kof (A — A;1,,)] olup, elde edilen bu

matrisin kolonlar1 birbiri ile bagintilidir, yani lineer bagimlidir.



i11) (i1)’de elde dilen matrisin her kolonunun elemanlari, ilgili kolondaki elemanlarin kareleri
toplaminin karekokiine boliinerek A; 6zdegerine karsilik gelen e ; 6zvektorii bulunur.
Ozellikler

1)(A)Y =A,(A+tB) =A"+B',(AB)' =B'A’, (kA)' = kA’

2)|Al =141, 1A = AT =—, (JAl#£0), (A7) = @A), (AB) ' =B7'A™!

|
3) |A| = 0 ise A singiiler bir matristir.

4) k bir sabit ve A: p X p bir matris iken |kA| = kP|A| olur.

5)A;,A,, ..., Ax: p X p boyutlu matrisler ise |A; A4, ... Ay | = |A1||A;] ... |Ag]| dir.
6) A bir ortogonal matrisise [A| = +1ve A™1 = A’

7) A:p X p bir kosegen matris ise |A| = [1%_, a;; , 1z(4) = ] 1ajj Ve

A"l = Kos [— i, dir.

a1 Az app

8) A: p X p matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorleri sirast ile Aivee;, (j=1,2,..,p)olsun. Bu

takdirde |A] =TT7_; 4

i 1z(4) = Z’;:l/lj ve A7l =PAlP = Le je; esitlikleri

J 1=

dogrudur.

9) A:p X p simetrik bir matris ise A matrisinin 6zdegerleri birer reel say1 ve 6zvektorleri
birbirine diktir. Eger A matrisi pozitif tanimli ise o zaman 6zdegerleri birer pozitif reel say1
olup, daima A4; > 1, > -+ > 4, = 0 seklinde siralanabilir.

10) Ave B : p X p matris ise iz(4 + B) = 1z(A) + iz(B) dir.

11)A:nxpveB:p xniseiz(AB) = iz(BA) d.

12) k bir sabit ve A: p x p bir matris iken 1z(kA) = kiz(A) dur.

13) Ave B : p X p matrisler ve |B| = 0 ise Iz(BAB™1) = 1z(A) dur.

14) A: p X p matrisinin bir par¢alanmasi;

L Allkxk Alzkx(p k)
A= ..

21° (P k)Xk Azz (P k)X(P k)
seklinde bir par¢alanmis matristir. Oyle ki burada,
By = (A1 — A1pA5;4,1) 7" = [AT] + A{ A13Bo Az ATl k X k
Bi; = —Ai1Arp[Az; — A21AT1 ARl ™! = —AT1 A Bop:k X (p — k)

By = —A33 Az (A1 — A1A35 A0 ]! = —A33AB1: (p — k) X k
Byo = (Azp — A3 AT1 A1) ™ = [A2; + A23A21BuA14%;]: (p — k) X (p — k) dir.
|A11] # 0ise |A] = |A11||Az; — Az AT Ar |

|Az2] # 0ise |A| = |Az;]1A11 — A12453 As |

Bll BlZ
olsun. Bu takdirde A~!

Bz1 : Bzz



v A =[0]veyady; =[0], |Ayq| # 0, |Az,| #0ise A = - - olup,
[0] ¢ A,
Arf [0] _
ATl =1 1Al = |A11]]A2,| dir,
0] 433

Tanmim 1.2 A:n X p boyutlu bir matris olsun. A matrisinin miimkiin olan biitiin kare alt
matrislerinin determinantlar1 bulundugunda, determinanti sifir olmayan matrisler arasinda en
yiiksek mertebeli alt matrisin mertebesine A matrisinin ranki denir ve rank(A) ile gosterilir.
v Bir matrisin ranki, o matrisin lineer bagimsiz satir ya da siitunlarinin sayis1 olarak
almabilir.
v' A:p X p boyutlu singiiler olmayan bir matris ve tersi de varsa bu takdirde A matrisinin

tam rankli oldugu ifade edilir ve rank(A) = p yazilir.

Tamm 1.3 X = [xl-j] : p X n herhangi bir matris ve f(X) : X matrisinin bir skaler fonksiyonu

olsun. Bu takdirde ——=

df & [af (X)] p x n ifadesine, f-skaler fonksiyonunun X matrisine gore

birinci mertebeden tiirevi denir.

Bu tanima gore bir matrisin skaler fonksiyonunun bu matrise gore birinci mertebeden tiirevi
yine bir matristir. Eger f-skaler fonksiyonu bir vektoriin (satir veya siitun) skaler fonksiyonu
ise bu skaler fonksiyonun séz konusu vektore gore birinci merteden tiirevi de yine bir vektordiir

(satir veya siitun).

Tiirev ile Tlgili Ozellikler:

i X:p X p, 1X] % 0 ve f(X) = |X] ise L& = |X|x ~* dir,

i) X:p x p, |X| # 0ve f(X) = X|%, a € IR ise L = q|x] =1 LD
ii) == [F(0g 001 = [L2] 900 + F0) [ 42

iv) A'p X q ve X:q X p iken f(X) = 1z(A'X) ise —— df(x) = A dr.

d f(X)

V)X :px1ved:pxpiken f(X) =X AX ise—= = 24X dir,

vi) X :px1vea:p x 1iken £(X) =g’§ise%(;—)=gdlr.

df (X )

vii) X:p X p ve X = X' iken f(X) = [z(X?2) ise === = 2X dir.



viii) X : p X 1 vektoriiniin bir skaler fonksiyonu f (K ) ve bu fonksiyonun X vektoriine gore

birinci mertebeden tirevi —==

tlirevi;
[0f(X)1
x4
af(x
a?r(x) _ [df(z)]_ _ %
dxdx' dax lax’' .
of (X)
[ Oxp |

f()

olsun. £(X) fonksiyonunun X vektoriine gére ikinci mertebeden

x4

dx,

ro%f(x) 9% 7(x)
ox? 0x10x,
*fx) 9% (x)
0x,0%, dx2
’f(x)  9%*f(x)
| 0xp0x; Oxp0x;

9%f(X) 1

0x10xp

22 f(x)

0x20xp

Ozf(i).
ax;, i

olup,

HESSIAN MATRISI adini alir. Hessian matrisi simetrik bir matristir.

Tamm 14 X = [xl-j] : p X n herhangi bir matris ve f(X) : X matrisinin bir skaler fonksiyonu

olsun. Bu takdirde fR f(X)dX ifadesine, f-skaler fonksiyonunun X matrisine gore integrali
(cok katli integrali) denir. Burada R: X matrisinin elemanlarinin tanimli oldugu bolgeyi gosterir.
Ornek 12X :px1vef(X)=X'XikenR={X: X'X = 1} alahm.

Jo FX)ax = [,

R={X: XX=1}={(xy, x5, .

[, . X'Xdxdx, ..dx, Bu durumda f(X)=X'X =37, xf

j=1% olup,
Xp) Z] 1 ]

1} yazilir.

Ornek 1.3 X' = [X1 X, .. Xp] 1 X p vektori ile bu vektoriin bir skaler fonksiyonu f (K ) =
X'X olsun. df(X)

[0f(X)1

6’(61) 2X, X,

B f2x X
Coziim: f(X) X'X=X{+X;+ -+ X5 olup, df(X) o, | =70 =2 =2x

orn)| 2% Xp

| Oxp |

bulunur.

Ornek 1.4 i) X : 2 x 2 matrisi verilsin. f(X) = |X| olmak iizere %(;) =?

i) X = [§ ]Ve A= [ 2 4 ] olmak iizere f (X ) = X'AX skaler fonksiyonu igin —= (X) =?ve
2

a’f(x) _,
dxdx’

_— . X11 X121 . . daf(x)
Coziim: i) X = [x21 xzz] 1¢1n fX) = |X] = x11%x55 — X12%21  Olup, “ax
afx) afl)

Ox11  Ox1z | _ [ X22 -

arx)  aro| = [—Xu X11 ] bulunur. Bu ise Kof (X) matrisidir.

6x21 6x22



2 —1] X1

iy f(X)=XAX=[X Xz][ ] = 2X? +4X% — 2X,X, dir. Buna gore;

-1 41X,
af (%)
ar(x) _ | oxy | _ 4X1_2X2]_ 4 =2 [Xl]_ o air(x) _
“ax o) T _2X, +8X,| T [_2 8] X, = 2AX olur. Ayrica; Tax
6x2

a2f(x)  92f(x)
A [ 4 —2] = 24 bulunur

*f(x) 9 f(X) 8

0x,0%, dx2
NOT: A:p x p simetrik bir matris ve X : p X 1 olmak iizere f(X) = X'AX karesel formunun
acik sekilde ifade edilmesi: i) A matrisinin kdsegen elemanlari X vektoriiniin bilesenlerinin
karelerinin katsayisi olarak alinir.

i) A matrisinin kosegen disindaki elemanlarmn iki kati X vektoriiniin bilesenlerine ait ikili
carpim terimlerinin katsayisi olarak alinir.



