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i.b) Bilesim Kesisim Testi ile:

X~N, (E ,Z) dagilimina sahip bir ¢ok degiskenli kitle verilsin. a : 1 X p boyutlu bilinen bir
vektor olmak iizere, Y =aX = a;X; + a,X, + -+ a,X, dogrusal doniisiimii ile ¢ok
degiskenli kitleyi tek degiskenli Kitleye doniistiirelim. X~N,, (1, 3) oldugundan déniisim
Kitlesinin dagilmi icin ¥ = a X~N (apt,0f = aZa’) olur. Burada gok degiskenli kitlenin
varyans kovaryans matrisi X bilindiginden, déniisiim Kkitlesinin varyans1 of = aXa'‘da

biliniyordur. Bu durumda Esitlik (4.7)’de verilen hipotezler yerine doniisiim kitlesinin
ortalamasina ait olan;

Ho:ap =auo
Hizap#ap, (4.18)

hipotezleri test edilir. Bu durumda problem tek degiskenli normal dagilima sahip kitlede kitle
varyansi biliniyorken kitle ortalamasina ait hipotez testi problemine doniisiir. Bu problemin
¢oziimii i¢in gerekli olan test istatistiginin elde edebilmek amaciyla doniisiim kitlesinden
cekilen n birimlik bir rastgele 6rneklem Y, =a X,,Y, =aX,, .. , ¥, =aX, olsun. Bu
ornek, gercekte cok degiskenli kitleden rastgele ¢ekilen n birimlik 6rneklemde her bir 6rnek
birimine ayn1 dogrusal doniisiimii uygulayarak elde edilen 6rnekten baska bir sey degildir. Bu
orneklemin 0rnek ortalama istatistigi;

Y = %2?;1 Yi = %Z?ﬂ(ﬂ Ki) =a [%2211 Ki] = Q)Z (4.19)

olup, bu istatistik a u parametresi i¢in bir yansiz tahmin edicidir. Burada X ~N, (u,%Z)

aza

oldugundan ¥ = a X ~N(g U, ) dagilimlidir. Buna gore E (7) =ap Vve 0'72 = QZTQ dir.

n
Boylece test istatistigi, rnek ortalama istatistiginin standartlastirilmasi ile elde edilecek olan Z

istatistigi olup;

Z(a) = 7_:_(?) = (ai,aﬁz = (EX)QZ ~N(0,1) (4.20)

seklinde tanimhidir. @ 6nem seviyesinde, eger;

I

|Z (g)| < Za ise H, kabul edilir veya buna esdeger olarak
2

Z%(a) < 7%, ise Hy kabul edilir (4.21)

Oyle ki Esitlik (4.20)’de her iki tarafin karesi alinirsa;

72 (2) _ "ﬂ(z‘ﬁ)(z‘ﬁ)lﬁl (4.22)

axa
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elde edilir. Eger Esitlik (4.22)’yi maksimum yapan a vektorii i¢in (4.21) ile verilen esitsizlik
saglantyor ise, diger tiim a vektorleri i¢in de saglanacagindan, amag; Esitlik (4.22)’yi
maksimum yapan a vektoriinii bulmaktir.

Amag fonksiyonu:

L(a)=na(X-1)(X-1) (4.23)
ve yan sart,
aXa =1 (4.24)

olmak {izere, Lagrange carpanlar1 yontemi ile Z2 (g)’yl maksimum yapan a vektori
bulunabilir. 2 >0  Lagrange c¢arpan1 olmak iizere Lagrange  fonksiyonu;

L(a,2)=na(X-u)(X-u) o -2(aza —1) (4.25)
seklinde yazilir. Esitlik (4.25)’de a vektoriine gore tlirev alinir ve sifira esitlenirse;

2Mad) — on (X~ ) (X~ ) @ — 24 @’ = 0, Her iki taraf 2 ile bsliiniirse

Il
[)

n(X-p)(X-p) @ 224 (4.26)

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafini solda £ ~* matrisi ile carpalim ve sol tarafi a’ vektdriiniin
parantezine alalim:

o (B ) (E 1) - a] @ =0 @27

Elde edilen Esitlik (4.27)’ye gore nX ~1 (X - E) (X - E), : p X p matrisinin 6zdegerleri ve her
bir 6zdegerine karsilik gelen 6zvektdrleri bulunabilir. Bu esitlige gére 4 > 0 Lagrange ¢arpani
nx 1 (X - E) ()Z — E),matrisinin Ozdegeri olup, a vektoril ise bu 6zdegere karsilik gelen
ozvektor olmahdir. Ilgili matrisin 6z degerleri A; > A, > ... > 1, > 0 ve A;’ye karsilik gelen
ozvektor a j olsun. Simdi Esitlik (4.26) nin her iki tarafini soldan a vektorii ile ¢arpalim.

na(Z-u)(X-p) @ ~Aa2a' =0=2a%a =na(T-p)(X-p) a'=

_na(X-p)E-p) 2(a) (4.28)

axa’

olup, eger A = max{ll, Ay, ...,Ap} alindiginda, Z 2(9) maksimum olacaktir. Buna gore
Z? (g)’yl maksimum yapan a vektorii en biiyiik 6zdegere karsilik gelen 6z vektordiir. Diger
taraftan bir matrisin izi 6zdegerlerin toplamina esit oldugundan A = max{ll, Ay, ...,/lp}
disinda kalan diger 6zdegerler sifira esit kabul edilirse, test istatistigi;

2=2%a) = iz[nz (X~ ) (X - ) | = miz [z (X ) ()|
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=nlz|(X-p) 27 (X -p)] = n(Z-p) 27 (T-0)
seklinde elde edilir. Bu istatistik Esitlik (4.17) ile verilen test istatistigi ile ayni olup, 6rnekleme
dagilima;

0 =n(X-u) 2 (E-p) by
olacaktir.

Karar: Olabilirlik oran testinde verilen karar ile aynidir.

Yorum: H, hipotezi kabul edilsin. Bu durumda n birimlik 6rneklemin ortalama vektorii u
olan bir ¢ok degiskenli normal kitleden ¢ekilmis olma olasiligi (1 — a)’dur.

H, hipotezi ret edilsin. Bu durumda n birimlik 6rneklemin ortalama vektorii u o olan bir ¢ok
degiskenli normal kitleden ¢ekilmis olma olasilig1 @’ dir, ya da 6rneklem ortalama vektorii p

olan ¢ok degiskenli kitleden ¢ekilmemistir.

H, hipotezi ret edildigi zaman bu kararin ortaya c¢ikmasinda j=1,2,..,p igcin
X; degiskenlerinden hangisinin ya da hangilerinin etkili oldugu incelenebilir. Bu inceleme
olabilirlik oran testi ile yapilamazken, bilesim-kesisim testinde yapilabilmektedir. Bu inceleme
yapilirken a vektorii i¢in uygun se¢imler yapilarak a p parametresi ile ilgili olusturulacak olan

alt hipotezler test edilmelidir.

Ornegin; a = [0, ... ... ... ,0,1,0,...,0] : 1 X p segilsin (j-nci bilesen “1” ve diger bilesenlerin
hepsi “0” seciliyor). Bu segilise gore parametre; a u = u;, (j = 1,2, ..., p) olup, alt hipotezler;

Ho: pj = pjo (.Ujo = Eﬁo)
Hi:pj #pjo ,(j=1,2,..,p) (4.29)

olup, p- tanedir. Bu alt hipotezler a u parametresi ile ilgili (1 — &) giiven katsayili giiven

araliklar1 (Bonferroni giiven aralig1) ile test edilir. S6z konusu giiven araligi;

PIQX— Xbia gig’ SQESQX+\/X12);CZ1’%Q’I:1_“ (4.30)

seklinde verilir.

Eger giiven araig1 ujo , (j = 1,2, ..., p)degerini kapsiyor ise Hy: u; = pjo hipotezi kabul edilir
ve X;, (j =1,2,...,p) degiskeni Hy: K=o hipotezinin ret edilmesinde etkili olmamastir.
Eger giiven araligi o, (j = 1,2, ... , p)degerini kapsamuyor ise Hy: uj = o hipotezi retedilir
ve bu durumda X;, (j = 1,2, ... ,p) degiskeni Ho: = po hipotezinin ret edilmesinde etkili
olmustur denir. Esitlik (4.30) sec¢ilen a vektoriine gore diizenlenirse;

PIX; — VXBa X |2 < 1y <X+ ABa X |21 =1—a eldeedilir

n
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9 -5 4
Ornek 4.1 X~N; (,u,Z) icin % = [—5 16 3] olsun.

4 3 4
R
a) Bu dagilimdan ¢ekildigi iddia edilen 50 birimlik bir 6rneklem i¢in X = |8| bulunmustur.
4

6
Kitleye ait ortalama vektoriiniin py = [8] olup olamayacagia %35 6nem seviyesinde karar
B 5

veriniz?

b) Eger farklilik varsa, farkliligin hangi degiskenlerden kaynaklandigini belirleyiniz?
Coziim: a) X~N; (u,Z) ve X matrisi biliniyor. Hipotezler;

Ho: 1t = o

H;i: K# o

olup, test istatistigi £ matrisi bilindiginden y? = n ()Z — E) x1 (X - E) ~xp dir.

H, dogru iken test istatistiginin alabilecegi deger;

[55 32 —79][-2
x*=50[-2 0 —-1]—[32 20 —47||0 |=60526
—79 -47 119)1-1

a = 0,05 icin H;’ e gore kritik deger; )(5;“ = )(§:0’05 = 7,815 dir. Buna gore 60,526>7,815
oldugundan H ret edilir.%95 giivenle 6rneklemin ¢ekildigi kitlenin ortalama vektorii, verilen
U o vektoriinden farklidir.

b) H, hipotezi ret edildigi igin bu kararin verilmesinde etkili olan degiskenleri belirlemek
miimkiindiir. Bunun i¢in a y parametresine ait gliven araligindan yararlanilir.

251
i) X1 degiskeni icin inceleyelim: @ = [1 0 0] segelim. Bu takdirde ap =[1 0 0] [Mz] =l
B U3

6
veapy=1[10 0] [8] = 6 olup test edilecek hipotezler:
B 5

dir. Giiven aralig1 ise X matrisi bilindiginden Esitlik (4.30)’a gore;

ap<aX+x3a /gff l= 1-a

4 9 —5 4][1
8]=4, ara =[10 0][—5 16 3”o]=9 ve

4 4 3 4
X%;a = )(3?;0‘05 = 7,815 olup, bu degerler giiven araliginda yerlerine yazilirsa;

azal

IA

P [QX - Xzz);a

n

seklindedir. Burada aX =[1 0 0]
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9 9
P <4 ~ /7,815 \/% <p <4+.7815 \/;) =095 = P(281<py <5,19) =095

bulunur. Gliven aralift pi19 = 6 degerini kapsamadigindan Hy: ft; = 6 hipotezi ret edilir. Buna

gore X; degiskeni Hy: u = p o hipotezinin ret edilmesinde etkili olmustur.

251
i) X, degiskeni icin inceleyelim: a = [0 1 0] secelim. Bu takdirde ap=[0 1 0] \Mz] = Uy
B U3

6
veapy=1[01 0] [8‘ = 8 olup test edilecek hipotezler:
- 5

dir. Giiven aralig1 ise X matrisi bilindiginden Egsitlik (4.30)’a gore bulunur.

B 4 9 —5 4][0
Burada aX=[01 0]|8(=8, aXa'=[01 0]|-5 16 3||[1|=16 ve xpa=
4 4 3 4110

X5.005 = 7,815 olup, bu degerler giiven araliginda yerlerine yazilirsa;

P <8 — /7,815 /16/50 <, <8+./7,815 \/%) = 0,95 = P(6,42 < pu, < 9,58) = 0,95

bulunur. Giiven aralift  uo = 8 degerini kapsadigindan Hy: U, = 8 hipotezi ret edilemez.

Buna gore X, degiskeni Hy: u = p o hipotezinin ret edilmesinde etkili olmamastir.

H1

iii) X3 degiskeni i¢in inceleyelim: a = [0 0 1] segelim. Bu takdirde ap = [0 0 1] Mz] = Us
U

p 3
veauy=1[00 1] [8] = 5 olup test edilecek hipotezler:
B 5
Ho: iy = 5
Hy: sy # 5

dir. Giiven aralig1 ise X matrisi bilindiginden Egsitlik (4.30)’a gore bulunur.

_ 4 9 =5 4][0
Buradaa X =[0 0 1] [8] =4,aXa =[00 1] [—5 16 3] [0] =4Ve Xp.0 = X3.005 =
4 4 3 4111
7,815 olup, bu degerler giliven araliginda yerlerine yazilirsa;

4 4
P (4 ~ /7,815 \/; < s < 4+4/7,815 \/%) =095 = P(321<p;<479) =095

bulunur. Gliven araligl pzo = 5 degerini kapsamadigindan Hy: fl; = 5 hipotezi ret edilir. Buna

gore X5 degiskeni Hy: u = u  hipotezinin ret edilmesinde etkili olmustur.
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. X

Ornek:4.2 X = [Xl] ~N, (,u ’ 2) dagihmi igin u = [1(2)] verilsin. Eger X; ve X,
> = =

degiskenleri iliskisiz ise bu degiskenlerin bagimsiz oldugunu gosteriniz?

Coziim

L.YOL X, ve X, degiskenlerinin bagimsiz olmas1 igin gerek ve yeter sart [f(x) = f(xy, x2)]

= fx, (x1) * fx, (xz) olmasidir.

= X1 o 1ci = 10 H - o eqe . .
K B [XZ] NNZ (E' Z) dagtlimt igin E - [12] Ve Xl ile Xz degiskenleri iliskisiz

0 .
oldugundan Cov(Xy,X,) = g1, = 0 ve bdylece Cov(X) = Z:[G(l)l - ] yazilabilir. Buna
22

g (x) = ) =kenp (=30 stk k = —h— ve 02) = (2 ) 57 (x- )

o1 O

dirp =212 = 3"

1
| = 09,0y, , |22 = 0,0, Ve

1
— 0
— 71 |911 X1 — 10 (%110 2 x,—10 2
Q(x) =[x, —10 x, —12] 0 sz _12|= (0—1) +( - ) bulunur.  Bu
022

sonuclar fonksiyonda yerlerine yazilirsa;

) = fan = e 3| (220) + (22 ]

210, 0, 04 o,

1 1(x;-10\%), 1 1 (x,-12)2
e {— () P eap [ (22) i (o) o fi, () elde
edilir. Yani X; ve X, degiskenlerinin bagimsizdir.

ILYOL X; ve X, degiskenlerinin bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart My(t) =
My (t;1) * My, (t;) olmasidir.

X = [))2] ~N, (E, Z) dagimu igin p = [1(2)] oldugundan t = [2] icin M{(E) =

exp {g’g + %E’Eg} dir. X1 ile X, degiskenleri iliskisiz oldugundan Cov(Xy,X,) = 0y, = 0 ve

011

boylece Cov(&) = E:[ 0

UO ] yazilabilir. Boylece; t'u = 10t; + 12t, ve t'St = o, t7 +
22 -

0, t3 oldugundan;
My(t) = ex {10 = 2 2y1= 1 2y 1%
x(t) = exp 10ty +12t; + - (011t + 055t5) = exp 110t, + > (011t7) (*exp{12t, +

%(Uzztg)} = My, (t;) * My, (t,) elde edilir. O halde X, ve X, degiskenlerinin bagimsizdir.

HLYOL X, ve X, degiskenlerinin bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart ‘pK(E) =
@x, (t1) * @x, (t;) olmasidir.
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X t
X = [Xﬂ ~N, (E, Z) dagihmi igin p = [1(2)] oldugundan t = [tﬂ icin @x(t) =
exp {ig’ﬁ - yz;} dir. X; ile X, degiskenleri iliskisiz oldugundan Cov(X,, X,) = 0y, = 0 ve
boylece Cov(&) = 22[061 GO ] yazilabilir. Boylece; t'u = 10t; + 12t, ve t'St = o, t7 +
22 -

0,,t2 oldugundan;

(pK(E) = exp {10lt1 + 12lt2 - %(O-lltf + 0-221—%)}: exp {10”:1 - % (0'11t%)}* exp {1211:2 -
%(azztg)} = @y, (t1) * @x, (t) elde edilir. O halde X; ve X, degiskenlerinin bagimsizdir.

X
IV.YOL X = [Xl] ~N, (,u ’ Z) dagilimi igin y = [1(2)] veriliyor. X; ile X, degiskenleri
) r z

011
0
Cok degiskenli normal dagilima sahip bir sistemin her bir bileseni tek degiskenli normal

dagilima sahip olacagindan X; ~N (10, a,;) ve X,~N(12, 0,,) yazilabilir. Normal
dagilima sahip X; ile X, degiskenleri i¢in Cov(Xy,X,) = 0y, =0 oldugundan bu
degiskenler bagimsizdir.

iliskisiz oldugundan Cov(Xy,X;) = 01, = 0 ve boylece C ov()_( ) = Z:[ 00 ] yazilabilir.
22

Ornek:4.3 X~N, (y, Z) dagilimi i¢in £ matrisi biliniyor olsun. tty ¢ p * 1 boyutlu bilinen
bir vektor olmak tizere Hy: it = g hipotezini Hy: u # [y hipotezine karsi test etmek igin
kullanilacak olan test istatisti_gi, V;rilen kitleden rastgele (;_ekilen n birimlik bir 6rneklemden
elde edilen x5 = [X— E(X)] [cov(X)] [E-E(X)] =n(Z-p) x(E-1)
istatistigidir. Kabul edelim ki bu dagilim iizerinde A : p * p boyutlu bilinen, singiiler olmayan

bir matris olmak tizere Y = AX doniisimii uygulanarak yeni bir Y rastgele vektorii

tanimlansin. Buna gore;
a) Y rastgele vektoriniin dagilimimi bulunuz?
b) Yeni dagilimin kitle ortalama vektorii i¢in test edilecek hipotezleri olusturunuz?

c) (b) de olusturdugunuz Hj hipotezini test etmede kullanilabilecek olan bir test istatistigi
bulunuz?

d) (c) de buldugunuz test istatistigini )(é ile gosterirsek, )(é = )(é oldugunu ispatlayimniz?
Coziim

a) X~N,(u, Z) ve ¥ =AX: p+p boyutlu oldugundan Y~N, (A, AZA’)
dagilimlidir ve X ile A matrisi bilindiginden COV(Z) = A XA’ matrisi de biliniyordur.
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b) Yeni dagilimin kitle ortalama vektdrii Apt olup test edilecek olan hipotezler: u, € IRP olmak

uzere
HO:A E = AEO
Hl:A E * AEO

seklinde olacaktir.

C) H, hipotezini test etmede kullanilabilecek olan bir test istatistigi COV(Z) = A XA’ matrisi
bilindiginden Ki-kare istatistigi olup,

1% = [T~ £(D)] [con(D)] [T - £(T))]

seklinde tanimlanabilir. Burada { = 1,2, ...,n icin ¥; ler doniisiim kitlesinden g¢ekilen 6rnek
birimleri olmak iizere Y = %2};1!} olup, ¥;~N, (AE VA ZA’) ve bagimsiz olduklarindan
E(Y) =E(A8,Y) =23, B(%) = 250, Ap = A3, p) = Asnp=Ap  ve
Cov(Y) = Cov (3 X, ¥i) = = X, Cov(¥) = = XL AZA =

1 AzA’
A (ﬁ Yicq ) A = - dir. Bu degerler yerine yazilirsa;

AZA’
n

1 = [T-au] [Z2] |2 - aufen[ 7 - au] [aza] " [7 - a4)

d) Déniigiim kitlesi ¥ = AX oldugundan bu kitleden ¢ekilen n birimlik drneklemde i =
1,2, ...,n olmak iizere i.nci 6rnek birimi icin ¥; = AX; yazilabilir. Buna gore; drnek ortalama
istatistigi;

Y = % Y= % rLAX; =A (% Z?Zl&) = AX olacaktir. Bu sonug (c ) de elde edilen test

istatistiginde yerine yazilirsa;

Xt =n [Z - AE], [AZA'] [Z - AE] = [Az - AE], [AZA'] [Az - AE]

=nfa(Z-p)] @27 a A (E - )] = (F-p) 4724 ( - )

= n()z —~ E)’Z_l ()Z —~ E) = )()2_( elde edilir.
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