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4.4 Cok Degiskenli Normal Dagilima Sahip iki Bagimsiz Grubun Karsilastirilmasi

Birinci grup X ,~N, (El’ 21) ve ikinci grup X,~N, (EZ’ 22) dagilimlt olmak iizere,
gruplarin birbirinden bagimsiz ve ortak kitle varyans kovaryans matrisine sahip oldugunu kabul
edelim. Gruplar i¢in ortak kitle varyans kovaryans matrisini £; = X, = X ile gosterelim. Bu
durumda gruplarin karsilastirilmasi kitle ortalama vektorleri yoniinden yapilacaktir. Bu
karsilagtirma kitle ortalama vektorleri lizerinde bir hipotez testi ile gerceklestirilebilir. Bu
hipotez testinde gerekli olan test istatistiginin elde edilmesi £ matrisinin bilinip bilinmemesine
baghdir.

1) £ matrisi biliniyor olsun

Test edilecek hipotezler;

Ho:piq = o, (E1_E2 =9)

H1:E1¢E2,(E1_E2 ¢Q) (4.37)

seklinde olusturulur. Bu hipotezleri test etmede kullanilacak olan test istatistiginin elde
edilebilmesi i¢in her iki gruptan rastgele olarak ornekler ¢ekilir. Birinci gruptan rastgele ¢ekilen
ny birimlik bir 6rnek X 11, X 12, ... , X 15, ve ikinci gruptan rastgele ¢ekilen n, birimlik bir 6rnek
X21,X 22, s X 23, 0lsun. Bu 6rneklere gore; 4 parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

X L= nilZ;:l)_( 1; Ornek ortalama vektorii istatistigi olup, bu istatistigin 6rnekleme dagilimi

1~Np (.U1, niZ) dir. Benzer sekilde p, parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
it 1 Lt

[><I 1>l

, = %Z?jl X »; 0rnek ortalama vektdrii istatistigi olup, bu istatistigin 6rnekleme dagilimi da
2

[><I

2~Np (,u 2 ni Z) olur. Béylece 1 — u , parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olan
it ) f1 £
istatistik X LT Xz ornek ortalama vektorleri farki istatistigidir. Bu istatistigin ornekleme

dagilmi ise X L X2~Np (E (X X 2) , C ov(X LT X 2)) olacaktir, Oyle ki burada;

2) =E(X1)—E(X2) =y —fip Ve

[><

—1

E(X, -
Cov()z1 — Xz) = Cov()zl) + Cov(Xz) : (X1 ve Xz bagimsiz oldugundan)

ni{+n

! 1 + o s -
:n—12+—Z:n1 “25 olur. Boylece&l—ngv]vp(El_Ez'

n; nin;

22) olup, ¥ matrisi

ninz
bilindiginden H, hipotezini test etmek icin kullanilacak olan test istatistigi bu dagilimdan
tiiretilecek olan karesel form olacaktir. Bu karesel form ve karesel formun 6rnekleme dagilima;

0 =[(E,-F,) - (b pa)] (2223) (R, - F,) - (2 - 122)] 23

- ﬁ[(gl B Xz) B (El B EZ)],Z_l [(X1 - Xz) B (El B EZ)] o (4.38)

seklindedir. Hy hipotezi dogru iken test istatistiginin alabilecegi deger;
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=2 (X -%,)s (X, -X,) (4.39)

ny+n,
olacaktir.
Karar: H, hipotezine gore @ 6nem seviyesinde kritik deger ¢ = x3,, olmak iizere, eger;
X2 < x? ise H, hipotezi ret edilemez
X2 > x? ise H, hipotezi ret edilir.
il) £ matrisi bilinmiyor olsun

Test edilecek hipotezler; Esitlik (4.37)’de verilenle aynidir. Bu hipotezleri test etmede
kullanilacak olan test istatistiginin elde edilebilmesi i¢in her iki gruptan yine rastgele olarak
ornekler gekilir. Birinci gruptan rastgele gekilen ny birimlik bir 6rnek X 11, X 15, .. , X 15,Ve

ikinci gruptan rastgele gekilen n, birimlik bir 6rnek X 51, X 55, ..., X 55, olsun. Bu 6rneklere
gore; U4 parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi )Z L= nilZ?ili 1; Ornek ortalama
vektorii istatistigi olup, bu istatistigin ornekleme dagilimi X Ny (El , nilZ) dir. Benzer
sekilde Ko parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi )Z , = n—ZZElK i ornek ortalama

vektorii istatistigi olup, bu istatistigin 6rnekleme dagilimi da X ,~Np (,u 2, ni E) olur. Boylece
— 2

U1 — U, parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olan istatistik )Z L —X 5 ornek

ortalama vektdrleri fark istatistigidir. Bu istatistigin 6rnekleme dagilimi;

Rl Z) olacaktir. Burada ¥ matrisi bilinmediginden COU(X —
nin,; —1

nq

[><I

1 XZNNP (El —H2,

>

2) degerini elde edebilmek i¢in £ matrisinin bir yansiz tahmin edicisi olan ve 6rneklem ortak

varyans kovaryans matrisi olarak bilinen S matrisi elde edilmelidir. Bu S matrisi;

_ (i —-1DS1+(ny-1)S,  Wi+W,
n1+n2—2 n1+n2—2

Tl1$1+7’l2$2

th

(veya S = ,nyve n, cok bijyiikken) (4.40)

nitn,
esitligi ile hesaplanir. Burada k = 1, 2 igin Sj , k-nc1 6rnekleme ait 6rnek varyans kovaryans
matrisi olup;

Se=——3™ (Xpi — X)X =X i) k=12 (4.41)

ng—1

esitligi ile hesaplanir ve k = 1, 2 i¢in X parametresinin bir yansiz tahmin edicisidir. Bdylece
test istatistigi iki drneklem Hotelling T2 istatistigi olarak bilinen;

P = [, -E) - (- )] () [(E, ) - (0 -2)]

= |8, -E,) ~ (pa )] 57 (B, - E,) - (- 0) (442

istatistigi kullanilmaktadir. Hy hipotezi dogru iken test istatistiginin alabilecegi deger;

Ty = M(X1 B Yz)ls'_l(X1 B Xz) (4.43)

nq{+n,
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olur. Iki 6rneklem Hotelling- T2 istatistiginin &rnekleme dagilimi;

_ n1+n2—p—1
p(ni+n,—2)

TZNFP;TH‘le—P—l (4.44)

ni+n,—p-1

olup, H, hipotezi dogru iken F istatistiginin alabilecegi deger ise; F,, = T# olur.

p(ny+ny—2)

Karar: H, hipotezi hakkinda karar verme ya F ya da T? istatistigine gore verilebilir. Hy
hipotezine gore « Onem seviyesindeki kritik deger F; = Fpp 4n,—p-1,0 VEYQ

p(ni+n,—2) . -
T? = #2;91 F, olmak iizere, eger;
1 27 P

F, < F, (veya T? < T?) ise H, hipotezi ret edilemez
F, > F, (veya T? > T?) ise H, hipotezi ret edilir.

Yorum: H, hipotezi kabul edilsin. Bu durumda gruplara ait kitle ortalama vektorlerinin
(,ul ve ,uz) ayni oldugu ya da n; ve n, birimlik 6rneklerin %(1-a) gilivenle ayn1 kitleden

cekildikleri soylenir.

H, hipotezi ret edilsin. Bu durumda orneklerin c¢ekildigi kitleler farkli kitle ortalama
vektorlerine sahiptir. Ancak; bu farkliligin kaynaginin ne oldugunun veya hangi
degisken/degiskenler oldugunun aragtirilmasi gerekir. Bu amagla: a : 1 X p bilinen bir vektor
ve § = uq — U, kitle ortalamalar farki olmak tlizere a § parametresi icin giiven araligindan

yararlanilir. Bu giiven araligy;

HO: g é =0

Hi:ad #0 (4.45)

hipotezlerinin test edilmesi amaciyla kullanilir. a = [0 ...1...0] : 1 X p, ( j-nci bilesen 1 ve
H11 — K12

diger bilesenlerin hepsi “0” segiliyor) ve § = 6;2 = [H21 N H22 | olmak iizere a § = Hj1 — K2,
Hp1 — Up2

(j=1,2,..,p) olup, p- tane degisken i¢in karsilastirma yapilir. Bu karsilastirmalari yapmak igin
kullanilacak giiven aralig;

i) X matrisi biliniyorsa;

ni+n, v _7 2 ni+n; 2
P[ \/xpa\/nlnz_ QQSQ(XI X2)+\/xp;a\/n1nzgzg] l-a

(4.46)

ii) X matrisi bilinmiyorsa;

[ 7 |nitn v v [T2 ’n +n L
P[ ;17122 Q QQSQ(Kl—KZ)-l‘ Tt ﬁgsg ]—1—0_’
(4.47)

seklindedir. Eger giiven aralig1 sifir1 kapsiyorsa H kabul edilir, kapsamiyorsa H, ret edilir.
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Ornek 4.5 Istatistik boliimii 2016 girisli dgrenciler kitlesi ile 2017 girisli grenciler kitlesinden
rastgele olarak 8 ve 10 birimlik drnekler ¢ekilmistir. Bu 6grencilerin Olasilik Teorisi I (X;),
Matematiksel Istatistik (X,) ve Ornekleme I (X3) derslerine ait basar1 notlar1 asagidaki gibi
gozlenmistir. Her bir kitleye ait dagilimlarin ¢ok degiskenli normal ve kitleler i¢in ortak varyans

25 6 2
kovaryans matrisininZ=|6 9 —2] oldugunu kabul edelim. Buna gére %1 dnem seviyesinde
2 =2 4

2016 ve 2017 kodlu &grenciler i¢in bu derslere ait basari ortalama vektorleri arasinda fark olup

olmadigina karar veriniz?

2016 (1. Grup) 2017 (11.Grup)
Olasihk Matematiksel | Ornekleme I Olasiik Matematiksel | Ornekleme I
Teorisi | Istatistik (X31) Teorisi | Istatistik (X32)
(X11) (X31) (X12) (X32)
54 62 40 35 42 48
46 48 30 65 60 52
38 34 26 80 74 64
62 50 44 40 30 26
12 26 10 36 38 12
24 30 20 74 56 38
78 62 42 52 40 35
86 78 68 28 44 35
18 20 14
42 56 26
Top: 400 390 280 470 460 350
n, =8 8 8 1, = 10 10 10
X1, =50 X,, =48,75 X3, =35 X1, =47 X,, =46 X3, =35
X11
Coziim: 1. Kitle (Grup): 2016 girisli dgrenciler.... Xy = [Xo1| ~N; (1, %)
X31 B
X12
I1. Kitle (Grup): 2017 girisli 6grenciler.... X , = |X22| ~N; (,uz , Z) olmak iizere, bu gruplarin
X32

bagimsiz ve ortak varyans-kovaryans matrisine sahip oldugu varasayilmistir. Kitleler i¢in ortak
kovaryans matrisi bilinmektedir.

Test edilecek hipotezler:

Ho:pq = o, (gl — U =9)

Hizpy #pz, (51_52 iQ)
Test istatistigi; X ortak kovaryans matrisi bilindiginden H, dogru iken
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— — ! — —
2 o 1172 (K -X 2) Z_l()_( -X 2)~ )(IZJ olup, test istatistiginin alabilecegi deger;

~

nitn, 1 1
2 _ un (v ! (v _v ] _ _ _
Xh_n1+n2(K1 )—(2)2 ()_(1 K2)1n1—8;n2—10,p—3
_ 50 . 47 L 3
X, =|4875|veX = |46[ikenX —X =275 bulunur.
35 35 0

1= éAdj(Z) = éKOf(Z), (T matrisi simetrik oldugundan Adj(Z) = Kof (Z) dir)

25 6 2
3= [6 9 —2], 12| = 25(32) — 6(28) + 2(—30) = 572

2 =2 4
. 32 -28 =30
r7l= 7|28 96 62 | bu sonuglar formiilde yerlerine yazilirsa;
-30 62 189
10 . 32 —-28 =307 3 60 3
XE = G110 [3 2,75 0]% —-28 96 62 ||2,75| = 1552 [19 180 80,5](2,75
—-30 62 18911 0 0
= 4,289 elde edilir.
Karar: a = 0,01 6nem seviyesinde kritik deger; x7 = x2., = x5, = 11,34 diir.

4,289 < 11,34 yani y# < x? oldugundan H, hipotezi ret edilemez. Buna gére 2016 ve 2017 kodlu
ogrencilerin bu i¢ derse ait ortalama basarilar1 arasinda istatistiksel olarak anlamli bir farklilik
yoktur.

Ornek 4.6 49 yasl kisi kadin ve erkek olarak iki gruba ayrilmustir. Birinci grup erkekler 37
kisiden ve ikinci grup kadinlar 12 kisiden olusmaktadir. Bu iki gruba 4 degisik 6zelligi
kapsayan bir test uygulanmistir. Her bir grubun ilgili 6zellikler bakimindan dagilimlarinin

N, (E k,Z), (k=1,2) oldugu bilinmektedir. Uygulanan testten Ozelliklere ait ornek

ortalamalari ile 6rneklem i¢in ortak varyans-kovaryans matrisi agagidaki gibi bulunmustur.

a) Dort 6zellik agisindan erkekler

Ozellikler (X;) X1 X iz ve  kadmlar  kitleleri  igin
Tantma Yetenegi (X;) 12,57 875 ortalamalar arasinda fark olup
Benzerlik Yetenegi (X3) 9,57 5,33 01mad1g11.1a. %5 dnem seviyesinde
Aritmetik Yetenegi (X3) | 11,49 8,50 karar veriniz,
Resim Yetenegi (X,) 797 475 b) Eger ortalamalar arasinda fark
varsa, bunun hangi Ozellikten
1125 940 715 3,38 kaynaklandigini belirleyiniz.

9,40 13,53 3,38 2,55
7,15 3,38 11,57 2,62
338 2,55 2,62 581
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. X
Coziim a) I. Kitle: Erkekler ... X, = X21 ~N, (,u 1, Z)
31 =
Xa1
X1z
. X
Il. Kitle: Kadinlar ... X, = XZZ ~N, (,uz,Z) olup, gruplar bagimsiz ve ortak varyans-
32 =
Xaz

kovaryans matrisine sahip, ancak X matrisi bilinmemektedir.

Test edilecek hipotezler:

Ho:p1 = o, (E1 —H2 :Q)

Hyzpy #pz, (E1_E2 ¢Q)
Test istatistigi: X matrisi bilinmediginden iki 6rneklem Hotelling- T? istatistigidir.

ny{+ny,—p— 1
p(ny+ny—2)

T2 = Ianz ()Zl — Xz) S_l(z1 — Xz) olmak iizere F = 2~Fpn, +n,—p—1 dir.

nitn;

n,=37,n,=12,p =4

12,57 8,75 3,82
- 9,57 - _1533|.,.. v < _|424 - .
X, = 11,49 veX = 850 iken X —X = 2.99 olur. S ortak kovaryans matrisinin tersi
7,97 4,75 3,22
0,259 — 0,36 — 0,053 — 0,065
—0,36 0,186 — 0,038 0,014 .
-1 _ ) ) ) ) .
S = 0,053 — 0,038 0151 —0,017 olup, bu sonucglar formiilde yerlerine
—0,065 0,014 - 0,017 0,121
yazilirsa;
0259 -—-036 —0053 —0,06517[382
2 _ 37x12 —-0,36 0,186  —0,038 0,014 ||4,24
Ty = 49 [382 424 299 322] —0,053 — 0,038 0,151 —0,017(]2,99
—0,065 0,014 - 0,017 0,121 | 13,22

= 21,74 bulunur. Buna gore;

ni+n,—p-1 2 _ 44

F. = =
h p(ny+n,—2) h 4X47

(21,74) = 5,088 elde edilir.

Karar: a = 0,05 igin kritik deger; Fy = Fy, . yn,—p—1;a = Fa;a4;005 = 2,59 ve bdylece

77 = Putme=d g 247 () 59) = 11,066

ny+n,—p—1 44
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5,088 > 2,59 (yani F, > F,)yada21,74 > 11,066 (yani T? > T#) oldugundan H, hipotezi ret
edilir. Buna gore Erkek ve kadin gruplari i¢in s6z konusu dort 6zellik bakimindan ortalamalar

arasinda anlamli bir fark vardir.

b) Hy: w1 = u, hipotezi ret edildiginden erkek ve kadin gruplari arasindaki farkliligin hangi

ozellikten kaynaklandigini belirleyebilmek i¢in § = p 4

— U, kitle ortalamalar farki olmak

lizere a § parametresi igin giiven aralifindan yararlanilir.

i) X;:Tanmuma Yetenegi:a=[1 0 0 0] segelim. Bu takdirde;

Hi1 — Ha2
— _ — Hz1 — H2z2| _ _ < .

ad=alu;—u,)J=[1 0 0 0] = ll1; — M1z olacagindan test edilecek
-0 T = - H3z1 — U3z

Ha1 — Haz
hipotezler:
Hoipiy1 —p12 =0
Hy:pq1 — tq2 # 0 olup, gliven araligi = matrisi bilinmediginden Esitlik (4.47) geregince;

ny+n, , v 2 [utne =1 _

P[ ~VTZ [*2asqa <as<a(X, -X,)+T; 1S a ]_1 a

49
P [3,82 — /11,066 37x1

P(0,11 < pyy — py, <7,53) = 0,95

49
~(11,25) < pty; — g, < 3,82+ 11,066 /SMZ (11,25)] = 0,95

elde edilir. Giiven arahigi sifiri kapsamadigindan tanima

yetenegi bakimindan erkeklerin ve kadmlarin ortalama degerleri birbirinden farklidir. Ustelik %95
giivenle erkeklere ait ortalamanin kadinlara ait ortalamadan daha yiiksek oldugu sdylenebilir.

ii) X,: Benzerlik Yetenegi:a =[0 1 0 0] secelim. Bu takdirde;

H1i1 — H12
— _ Ha1 — Hz2| _ < .

ad =a (#1 - ,uz) =[0 1 0 0] = U1 — Uyp olacagindan test edilecek
-0 T = - H31 — U3z

Ha1 — Haz
hipotezler:
Ho:piz1 — poz = 0
Hi:ppq — Upye # 0 olup, gliven araligi X matrisi bilinmediginden Esitlik (4.47) geregince;

ny+n, , v 2 |mtn rl=1_

P[ —JTZ [*2asqa <as<a(X, -X,)+T; 1245 a ]_1 a

P [4,24 — 11,066 (13,53) < fhy, — Hyy < 4,24 + 11,066 (13, 53)] = 0,95

37%x12 37%x12

P(0,175 < Upy = Upy < 8,305) = 0,95 elde edilir. Giiven aralif1 sifir1 kapsamadigindan benzerlik

yetenegi bakimindan erkeklerin ve kadimlarm ortalama degerleri birbirinden farklidir. Ustelik %95
giivenle erkeklere ait ortalamanin kadinlara ait ortalamadan daha yiiksek oldugu sdylenebilir.
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iii) X3: Aritmetik Yetenegi:a =[0 0

U1
Uz1
0= — =0 0 1 O
as g(gl gz) [ i,
Haq
hipotezler:
Hy:ptzg — 3, =0

Hy:pszq

p [ \/— ntn Sa’

niny —

<as<a(X,

1 0] segelim. Bu takdirde;

— H12
— U22

— U32
— Ug2

= U3; — U3, olacagindan test edilecek

— U3, # 0 olup, giiven aralig1 ¥ matrisi bilinmediginden Esitlik (4.47) geregince;

2 Tl1+Tl2 ’ _ _
X,)+T; /—nanQSQ ]_1 a

49 49
P [2,99 — V11,066 /m(11,57) < Hay — My < 2,99 + VIT066 | 2 (11,57)] =0,95

P(—0,769 < piyy — phz, <

yetenegi bakimindan erkeklerin ve kadinlarin ortalama degerleri birbirine benzerdir,

gostermemektedir.

6,749) = 0,95 elde edilir. Giiven aralig sifirt kapsadigindan aritmetik

farklilik

iv) X,: ResimYetenegi:a=[0 0 0 1] segelim. Bu takdirde;

H1i1 — H12
_ _ U1 — U2 | _ o .

ad =a (,ul - ,uz) =[0 0 0 1] = U41 — U4z olacagindan test edilecek
-0 T \= - H31 — U3z

Ha1 — Ha2
hipotezler:
Ho:pgy — paz =0
Hi:pgq — Uyp # 0 olup, gliven araligi T matrisi bilinmediginden Esitlik (4.47) geregince;

ny+n, I 2 nitn, I} _ _

P[ —JTZ [*2asa’ <ad<a a(X,-X,)+VT; mgsa ]_1 a
P [3,22 —VI1,066 |———(5,81) < p1y; — f1y, < 3,22+ V11,066 |———(5, 81)] = 0,95

P(0,556 < i,y — iy, <

5,884) = 0,95 elde edilir. Giiven aralif1 sifin kapsamadifindan resim

yetenegi bakimindan erkeklerin ve kadimlarm ortalama degerleri birbirinden farklidir. Ustelik %95
giivenle erkeklere ait ortalamanin kadinlara ait ortalamadan daha yiiksek oldugu sdylenebilir.

SORULAR

SORU:1 X~Nj3 (/,t , Z) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x) = kexp {3 Q(x)} 6yle ki, burada
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4 1 6 2 6 10 8 -

Q(x) = _x12 + ‘xz2 + —x§ + —x1x3 + —x; — —x3 + — olarak verilsin. Buna
= 23 5 23 23 23 23 23

Xy

X5

gore X =

. X o
oyleki X; = [ Xl] ve X, = [X,] par¢alanmas: verilsin. Buna gore;
3
a) X, alt vektoriiniin marjinal dagilimmnin parametreleri ile X, = [1] iken X; alt vektoriiniin

sartll dagiliminin parametrelerini bulunuz?

b) Verilen dagilimdan ¢ekilen 10 birimlik bir 6rneklem igin 6rnek ortalama vektoriiniin )Z =
1

olup olamayacagina %95 giiven seviyesinde karar veriniz?
1

CEVAP:1

a) Once dagilimin parametrelerini bulalim.

=22yl 002 2 IV 3
Q(g)—zgxl+5x2+23x3+23x1x3+23x1 PR
Y matrisinin bulunmasi:
4 1
o5
y-1—-|o ! o] > |Z‘1|=1( 24 1 )=1>< 23 _ 1
I1 5 6| 51\23x23 23%23 5 23X%23 5x23
» 0 n
6 1
|[5><23 _5><23]| 6 0 —1
zz(z—l)—lzsxﬁ 0 % 0 =[0 5 0]
1 0 4 -1 0 4
5x23 5x23
8 2 6
rgxlﬁ-zng'l‘g-l
p vektoriiniin bulunmasi: p = [%S—C) = Q] = %(—x) = %xz =0
- - 2 12 10
31T 53% 75
8 2 ]
= 0wl 5 3 5
lo 2 ollul=|o|=23%x=]|0|=u=x=3I3|0|=
5 x 10 - 10 - = 211
2 12| X3 = = 10
% 0 73 [ 23 23 23
-3
6 0 —11|—=| r1-1
p=10 5 0 0 |=]0
-1 0 4 S 1
[ 23

Verilen pargalanmaya gore dagilimin parametreleri pargalanir.
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et s - et
%, = [8] $,, =[0 0]veX,, = [5] olur. Buna gore:

X, alt vektoriniin marjinal dagilimmin parametreleri:

fi= [ = Q=[] 2 = [ 5]

X, = [1] iken X, alt vektoriiniin sartl: dagilimmin parametreleri:

X, = [2] ~N, (El-Z = ,211,2) ve boylece:;

pre =+ 2t (= ) =[]+ [g] () 1 - 00 =[] iken

Tiz=%n 3% 2 = [0 =[] ()0 o1=[° 7 bulunur

b) Test edilecek hipotezler:
Hy:X€G
Hi:X¢G

G: Giiven bolgesi olup: P Q(X) = n(X ,u) x1 ()Z - E) < )(zz,;a) =1-a

1 2
n=10,X —u= ; ] [g olup, karesel formun degeri;
1 0
1
1 5 8 1 27|5
1 o £|LO 0
23

19,46 olarak bulunur. 1 — a = 0,95 iken @ = 0,05 l(;m X, = X5.005 = 7,815 dir. Buna gdre

Q(X) = 19,46 > 7,815 oldugundan H, hipotezi ret edilir. Boylece verilen dagilimdan

cekildigi iddia edilen 10 birimlik 6rneklemin ortalama vektorii giiven bolgesinde olmadigindan,
1

bu O0rneklemin ortalama vektori X =

olamaz.

=N |

SORU:2 X~N,, (ﬁ , Z) dagilimi igin X matrisi bilinmiyor olsun. o : p * 1 boyutlu bilinen
bir vektor olmak tizere Hy: yt = g hipotezini Hy: u # [y hipotezine karsi test etmek igin

kullanilacak olan test istatistigi, verilen kitleden rastgele ¢ekilen n birimlik bir 6rneklemden
— — — 11 _ — — / —
elde edilen TZ=[X-E(X)] [cov(X)| [X-E(X)]=n(X-p)s(X-p)
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istatistigidir. Kabul edelim ki verilen ¢ok degiskenli normal dagilim iizerinde A : p * p boyutlu
bilinen, tersi alinabilir bir matris olmak tizere Y = AX doniistimii uygulanarak yeni bir Y

rastgele vektorii tanimlansin. Buna gore;

a) Y rastgele vektoriiniin dagilimini bulunuz ve yeni dagilimin kitle ortalama vektdrii i¢in test

edilecek hipotezleri yukarida tanimlanan hipotezlerden yararlanarak olusturunuz?

b) (a) da olusturdugunuz H{ hipotezini test etmede kullanilabilecek olan bir test istatistigi
bulunuz?

¢) (b) de buldugunuz test istatistigini TZZ ile gosterirsek, TZZ = T)z_( oldugunu ispatlayiniz?
CEVAP:2

a) X~N, (4, T) ve Y=AX: p+p boyutlu oldugundan Y~N, (Ap,AZA)
dagilimlidir ve X matrisi bilinmediginden COV(Z) = A XA’ matrisi de bilinmiyordur.

Yeni dagilimin kitle ortalama vektorii Ay olup test edilecek olan hipotezler: u, € IR? olmak

lUzere
HO:A E = AEO
Hi:Apu + Ay

seklinde olacaktir.

b) H, hipotezini test etmede kullanilabilecek olan bir test istatistigi COV(Z) = A LA’ matrisi
bilinmediginden tek 6rnek Hotelling-T? istatistigi olup,

¢ = [7-5(D)] [col(D)] [T 8(T)]
seklinde tanimlanabilir. Burada i = 1,2, ...,n icin ¥; ler doniisiim kitlesinden cekilen 6rnek

birimleri olmak iizere Y = % =1 Y; olup, ¥;~N,, (AE VA ZA’) ve bagimsiz olduklarindan
v n n n — 1¢n — 21 —
B(V) =E((Et) = Sl B() = SRl Ap = A([Xip) = Agnp=Ap e
= 1 1 1 ,
Cov(Y ) = Cov (;Z?ﬂl_/i) ==X Cov(Y;) = T AZA =

AZA'

A (n_122?=1 )A' == dir. Burada Cov( Z) _ AzA

n

bilinmediginden en ¢ok

- i LT = ASA'
olabilirlik tahmin edicisi Cov( L) =— kullanilir. Bu degerler yerine yazilirsa;

TZZ _ [Z—Aﬁ]’ [ASA’

| [£- aufon [£- 4] 54 ]” [Z- 44

n
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elde edilir.

¢) Doniisiim kitlesi ¥ = AX oldugundan bu kitleden gekilen n birimlik érneklemde i =
1,2, ...,n olmak iizere i.nci drnek birimi i¢in ¥; = AX; yazilabilir. Buna gore; o6rnek ortalama
istatistigi,

Y = %Z?=1Xi = % rLAX = A (% 2?:1&) = AX olacaktir. Bu sonug (c ) de elde edilen test

istatistiginde yerine yazilirsa;
T = n|7 - Ap| [ASAT |7 - Ap| = n| 4% - Ap| [ASA] [aX - ay]
=nfa(Z-p)] s ata(Z - p)] = (T-p) 447 (T - p)
=n(X—p) S (X — ) =Ty elde edilir.
SORU:3 iki farkli bélgede yasayan bireyler iizerinde yapilan bir ¢alismada bireylerin kolestrol
(X,) ve HDL (X,) degerleri mg/dL cinsinden Sl¢iilmiistiir. ilgili degiskenler bakimindan bu
bolgelere ait dagilimlarin ¢ok degiskenli normal ve ortak varyans-kovaryans matrisli oldugu

kabul edilmistir. Bu bolgelerden rastgele secilen 25’er bireye ait Ol¢limlerden asagidaki
istatistikler hesaplanmustir.

.. ORTALAMA VARYANS- KOVARYANS
BOLGELER N . . .
OLG VEKTORLERI MATRISLERI
I - [ 262 5 — 2347,92 -83,25
=1 139,16 1= [-8325 73,97
[ Y = [184,2 5 = [632,333 14,875
= 1604 27114875 59,583
Buna gore;

a) llgili ozellikler bakimmdan bolgeler arasinda fark olup-olmadigma %5 6nem
seviyesinde karar veriniz.

b) Eger bolgeler arasinda farklilik varsa bu farkliligin kolestrolden mi yoksa HDL’den mi
kaynaklandigini belirleyiniz?

X
Cevap:3 a) Grup 1.:Bolge I....X; = [Xi] ~N, (El ,Zl)
X -
Grup IL:Bolge I1....X, = Xlz] ~N, (.uz ,Zz) ve X; = X, = X veriliyor.
22 —
Hipotezler:

Ho:py = pp 5 Hytpy # Uy
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Test istatistigi: T2 = m(Y - XZ),S_l(Xl - Xz)

nitn, —1 -

. . v v _[26271 18421 _1 778 )

n =np =25X -X,= [39,16 [60,4] = [—21,24 !
5= (ny—1)S;+(n,—1)S, _ 24S1+24S, _ l( 2347,92 —83,25] n [632,333 14,875 ) _
- ny+ny—2 - 48 ~2\|-83,25 73,97 14,875 59,583/

1490,1265 —34,1875
—34,1875 66,7765

, _ 625 ~ 0,00068 0,00035]] 77,8 1_
Th =5 1778 —21,24] [0,00035 001515 |-21.24] =

625 77,8 1 _ o
22[0,04547 —0,294556] [_21’2 4| = 122424 bulunur. Boylece

F, =22 P22 - 27 (122 424) = 59,94 elde edilir.

- p(ni+n,—2) h 2X48
Karar: a = 0,05 igin kritik deger; Fy = Fy, , yn,—p-1;0 = F2;47;0,0s = 3,18 ve boylece

2 _ p(ny+n,-2)

__2x48
t ni+n,—p-—1 -

X F; "

(3,18) = 6,495 bulunur.

59,94 > 3,18 (yani F, > F, ) ya da 122,424 > 6,495 (yani T? > T#) oldugundan H, hipotezi
ret edilir. Buna gore Bolgeler arasinda ortalamalar bakimindan anlamli bir fark vardir.

b) Hy:pu, = u, hipotezi ret edildiginden bolgeler arasindaki farkliligin hangi 6zellikten
kaynaklandigini belirleyebilmek i¢in § = u, — p, kitle ortalamalar farki olmak iizere a §

parametresi i¢in gliven aralifindan yararlanilir.
i) X1: Kolestrolicin: a = [1 0] segelim. Bu takdirde;

HU11 — U1z

Ly — ,Uzz] = Uq1 — U1z olacagindan test edilecek hipotezler:

ad=a (E1_E2)= [1 0]

Ho:pag —p12 =0
Hy:pq1 — tq2 # 0 olup, gliven aralifi T matrisi bilinmediginden Esitlik (4.47) geregince;

Pla(X,-X,)- T [ 2asa SQ[Zi:Z;;]QSQ(Xl—XZ)"'\/TtZ %QSQ’]—

nin;

1—«a

P 77,8—,/6,495\/ >0 (1490,1265) < py; — fiy, < 77,8+,/6,495\/ >0 (1490,1265)] =

2525 25%25
0,95

P(49,974 < Ui — My S 105,626) = 0,95 elde edilir. Giiven arahg sifin kapsamadigindan
kolestrol bakimindan bélgelerin ortalama degerleri birbirinden farklidir. Ustelik %95 giivenle 1. Bolgeye
ait ortalamanin 1. Bolgeye ait ortalamadan daha yiiksek oldugu sdylenebilir.

i) X,: HDL igin: a = [0 1] segelim. Bu takdirde;

ad=a (El —U 2) =10 1];21 : le = Uy, — Uy olacagindan test edilecek hipotezler:
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Hy:plzy — a2 =0

Hy:pyq — Uyp # 0 olup, giiven araligt ¥ matrisi bilinmediginden Esitlik (4.47) geregince;

P[ ~JTZ 22050’ <as<a(X,-X,)+T? /%QSQ’]ﬂ—a

49

P[ 21,24 - 649\/ =(66,7765) < 1y, — fiy, < 2124+,/649\/
0,95

5 (66, 7765)]

P (—27,13 < Uy — Uy, < —15 35) = 0,95 elde edilir. Giiven aralig: sifir1 kapsamadigindan HDL

bakimindan 1. Bolge ile II. Bolge ortalama degerleri birbirinden farklidir. Ustelik %95 giivenle
I1.Bolgeye ait ortalamanin I. Bolgeye ait ortalamadan daha yiiksek oldugu sdylenebilir.

SORU:4 X~N3(, X) dagilimimn olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x) =k.exp {——Q(x)} olup, Q(x) = —x1 +Ex2 +%x§ —%xlxz

2.6

- : X _
olarak veriliyor. X = oyleki X; = [X3], X, = [Xl] pargalanmasi verilsin. Buna gore;
2

X>
a) X, alt vektdriiniin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

b) X; = [2] iken X, alt vektoriiniin sarth dagilimina ait parametreleri bulunuz.

C) X; degiskeni ile Y = %Xl + iX » seklinde tanimlanan dogrusal fonksiyonun bagimsiz

olup olmadigini gosteriniz.

SORU:5 Marmara ve Orta Anadolu bolge Tarim Il Miidiirliiklerine bagli deneme giftliklerinde
iiretilen bugday ve arpa iirlin miktarlarina (milyon ton) iligkin ortalama verimlerin bolgelere
gore benzerlik gosterip gostermedigi arastirilmak istenmektedir. Bu amagla son 15 yilda
iretilen, yillara gére bugday ve arpa hasilatina iliskin verilerden asagidaki istatistiksel bilgiler
elde edilmistir. Her bir bolge bazinda iiretilen bugday ve arpa iiriin miktarlarina ait dagilimlarin

N, (E k. Z) ,k = 1,2 dagilimina uygun oldugu varsayilmistir. Buna gore:

a) Deneme ciftliklerinden elde edilen ortalama {irlin miktarlarinin bolgelere gore benzerlik
gosterip gostermedigine uygun bir yontemle %5 6nem seviyesinde karar veriniz?

b) Bugday tiretimi yoniinden Marmara ve Gilineydogu Anadolu arasinda fark olup olmadigini
gosteriniz?

C) Arpa iiretimi yoniinden Marmara ve Gilineydogu Anadolu arasinda fark olup olmadigini
gosteriniz?
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" X = [de]
BOLGE % =z, W,

MARMARA - 3.1 156 -—14
51.—[1,0] Wi=1_14 os
ORTA ANADOLU - [72 1168 42
X, = [2,4] W2=142 126
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