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4.5 Cok Degiskenli Normal Dagihma Sahip ikiden Fazla Bagimsiz Grubun Ortalama
Vektorleri Yoniinden Karsilastirilmasi

Grup sayist g = 3 ve degisken sayist p = 2 olmak iizere her biri p degiskenli birbirinden
bagimsiz g tane grup verilsin. Bu gruplarin ortak (homojen) kovaryans matrisli oldugunu kabul

edelim. k =1,2,...,g icin k-nc1 grup X : p X lvektorii ile gosterilsin ve X ,~N,, (Ek'z)
olsun.

AMAC: Bu gruplari ortalama vektdrleri yoniinden karsilastirmaktir.

Bu amagcla uygulanacak olan analize ¢ok degiskenli tek faktor varyans analizi (MANOVA) adi
verilir. Bu analizde bagimsiz gruplar degiskenler vektoriinii etkiledigi diisiiniilen tek faktoriin
diizeyleridir. Cok degiskenli tek faktor varyans analizi i¢in model denklemi:

Xpi=u +itpte, k=12,..,91=12,..,n; (4.48)
seklinde ifade edilir. Burada;
X ki : Faktoriin k-nc1 diizeyinde (k-nc1 grupta) i-nci birime ait gézlem vektorii

w1 : Genel kitle ortalama vektorii

T i : Faktoriin k-nc1 diizeyinin bagimli degiskenler vektorii lizerine etkisi (T = pp —u. . Ve
Yy I =0)

£ i - Faktoriin k-nc1 diizeyinde (k-nc1 grupta) i-nci birime ait rastgele hata vektori

4.5.1 Parametre Tahmini

Esitlik (4.48) ile verilen ¢ok degiskenli tek faktor varyans analizinde model parametrelerinin
tahmin edilmesinde En Kiigiik Kareler (EKK) veya En Cok Olabilirlik (ECO) yontemleri
kullanilabilir. Ciinkii k = 1,2, ..., g i¢cin k-nc1 grup X : p X 1rastgele vektori olup dagilimi
Xx~N, (uk,Z) olarak bilinmektedir. EKK yontemi hata kareler ve carpimlar toplamini en

kiiciik yaparak parametreleri tahmin ederken, ECO yontemi ise Ornekleme ait olabilirlik
fonksiyonunu (veya olasiligini) en biiylik yaparak parametreleri tahmin etmektedir. Her iki
yontemde ayni tahmin edicileri verdigi i¢in burada EKK yontemi ile parametrelerin tahmin
edilmesi verilecektir. Bunun i¢in her bir gruptan rastgele olarak n;, birimlik 6rnekler ¢ekilir. k-
nc1 gruptan g¢ekilen i-nci drnek birimi:

kai

olmak iizere, veri diizeni Tablo 4.1°deki gibi verilebilir.

100



Tablo 4.1 Cok Degiskenli Tek Faktér Varyans Analizi Veri Diizeni

. Grup 1. Grup g. Grup

Xj 1 2 ny 1 2 n, 1 2 ng

X1 | X111 X112 X11n, | X121 X122 X12n, X191 X192 X1gng

X2 | X211 X212 X21n, | X221 X222 X22n, Xog1  X2g2 X2gn,

X

P | Xp11  Xpi12 Xpin, | Xp21  Xp22 Xp2n, Xpg1 Xpg2 Xpgnyg
Model denklemine goére hata kareler ve ¢arpimlar toplami1 (HKCT);
!
_ g ng

HKCT—Z 1Zl 1€k15k1— k=1zi=1()_(ki—ﬁ.._Ik)(Kki—E..—Zk) (4.49)

esitligi ile verilir.

i - parametresinin tahmini:

OHKCT N
» = —22‘5:1221()_%1‘_&.._21() =0 = Z£:1Z?k1§
i=1 Z?=k1 E . ;cc]=1 Z?=k1 Tk =0 d Zi=1 z:?=k1)_(ki - (Zi=1 nk)é- -

g _ . g
Yk=1MkTx =0 = model varsayimmi geregince ), NI =0 ve N = Zk 1 N

oldugundan Z£=1 Z?:kl Xii —Ni. = 0.Boylece;

T

~ 1
Ao =T Lt X = (4.50)

.:X

bulunur. Bu sonuca goére genel kitle ortalama vektoriiniin en kiigiik kareler tahmin edicisi genel

ornek ortalama vektorudur.
By - parametresinin tahmini (k= 1,2, ...., 9):

Esitlik (4.49) ile verilen HKCT’da 7, = puy . — u. yazarak HKCT’n1 yeniden ifade edelim.
HKCT = Zi’:lZ?z"l(Kki —K Ut U ) (Km —K . — Ut U )

HKCT = Z£=1Z?=kl(£ki - Ek.) (in - Ek.),

aHKcT] 9
Ok . Ot .
Ble. 1y B

[z (X —pn ) (K= pn )+ T (K — ) (K-

_Eg-)()_(gi_

Ek.)’ + ot Z?fl ()_(gl



=[o+orro-2 5 (K —pi ) +0+r0]

= -2 Z?:kl()_(ki—ﬁk.) =0 = Y Xu —Z?flﬁk. =0 =

A~ _ le
Nl =221 Xpi =

Ek_=iz’?k in:i:X k=1,2..,g (4.51)

Nk i=1— Nk k. ’

elde edilir. Bu sonuca gére k —nc1 gruba ait kitle ortalama vektoriiniin EKK tahmin edicisi bu

gruba ait 6rnek ortalama vektoridiir.

T - parametresinin tahmini (k= 1,2, ...., g9):

Esitlik (4.49) ile verilen HKCT’n1 kullanalim.

[2?21( K1i—ﬂ..—21)( )_(1i—ll.,—11)’+...+

0Ty . — —

PN ~

Tk SIk U =

QHKCT ]
otk . |,

Z?:kl( Kki—ﬁ..—zk)()_(ki—ﬁ..—lk),+"'+z?=g1( Kgi_ﬁ.._lg)()_(gi_ﬁ--_

=23 (Xu-2 -2,)=0= T X -IPX -3ki, =0=

A _ le L N7 A _

| >
&
Il
[><

L —X L k=12..9 (4.52)

elde edilir. Diger taraftank = 1,2, ...,gvei = 1, 2, ..., ny i¢in k-nc1 grupta i-nci birime hatanin
kestirimi;
Exi=Xpi—H —Tx=Xpi— U —Ur. T U =Xy — Uy, oldugundan;

éki :)_(ki_ék.zﬁki_)_(k.vk: 1,2,...,g;i = 1,2,...,le (453)

olarak bulunur.
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4.5.1 Hipotez Testi

Cok degiskenli tek faktor varyans analizinde faktor diizeylerinin bagimli degiskenler vektorii
iizerine etkilerinin 6nemliligi veya faktor diizeylerinin olusturdugu ve her birisi ¢cok degiskenli
normal dagilima sahip bagimsiz gruplari ortalama vektorleri yoniinden karsilastirma bir hipotez
testi ile kontrol edilebilir. Bu amagla test edilecek olan hipotezler:

T
I

0:I1=I2="=T5=0 (veyaEL=E2.="'=Eg.=ﬁ..)

k*0 (veya Ap . digerlerinden farklz) (4.54)

T

N

19

seklinde olusturulur. Bu hipotezleri test edebilmek i¢in kullanilan belli basli teknikler;
1) Wilks’in olabilirlik oran testi

i1) Roy’un en biiylik 6zdeger testi

iii) Hotelling —Lawley iz testi

iv) Pillai iz testi

Test istatistiklerinin elde edilebilmesi i¢in her bir gruptan rastgele olarak n; birimlik 6rnekler
cekilir. Bu takdirde Tablo 4.1°de verilen O0rnek veri diizeninden yararlanarak Tablo 4.2°de
verilen istatistikleri hesaplanabilir.

Tablo 4.2 g-Tane Gruba Ait Cok Degiskenli Veri Diizeninden Hesaplanan Baz Istatistikler

I. Grup Il. Grup g. Grup GENEL

ny ny n, ng N

L] Xy £, X, £

Sk Si S, Sy S

W w, W, W, W =Y7_, W
Tablo 4.2°de;
- 1 1 - - 1 -
X =< Rt it Xy = NZ}if]:lnk)_(k.Veya n=n;=--=ng=nise X = p ‘Z:l)_(k.

... Genel 0rnek ortalama vektori

N = ¥7_, N ...Genel 6rnek hacmi

Se=—=30 (X -%, ) (Xu-%X, ) ik=Tg

ng—1

(%) parametresinin EKK tahmin edicisi) ... Faktoriin k-nc1 diizeyine (k-nc1 gruba) ait 6rnek
varyans kovaryans matrisi

Wi = (y — DS, = Lk (Kki - Xk) (in - Xk_), k=19 (4.55)

Faktoriin k-nc1 diizeyine (k-nc1 gruba) ait 6rnek kareler ve ¢arpimlar toplami matrisi
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= —_L yg
= Z -, (Mg—1) (nk 1)Sk T N—g“k=1 Wi (456)
(Gruplar i¢in ortak kitle varyans kovaryans matrisi £ parametresinin tahmin edicisi) Ornek i¢in

ortak varyans kovaryans matrisidir.
Test istatistiklerinin elde edilmesinde varyans analizinin temel denklemi olarak bilinen;

GKT = GAKT + HKT denkleminden yararlaniriz. Bu denklemin ¢ok degiskenli analizde
karsiligt GKCTM=GAKCTM+HKCTM, yani “Genel kareler ve ¢arpimlar toplami matrisi =
Gruplar arasi kareler ve ¢arpimlar toplam1 matrisi + Hata kereler ve ¢carpimlar toplami matrisi”
denklemidir. Burada;

=30, 5 (X =% )(Xu—% )i xp ... (GKCTM) (457)
B=3i_m (X, -X )X, -X .),:p X p... (GAKCTM) (4.58)
W=30, 5% (X%, ) (Xu—%, ) :pxp ... HKCTM) (4.59)

olmak tizere, T = B + W dir.

Yukarida bahsedilen teknikler (4.54)’de verilen hipotezleri test etmek i¢in kullanilacak olan test
istatistiklerini bu matrisleri veya bu matrislere ait bilgileri kullanarak tiiretmektedirler.

1) Wilks’in Olabilirlik Oran Testi:

14

<A<1
|B+W|

) —_— —_

Bu yontem; A =

olabilirlik oran istatistigi olmak iizere, test istatistigi olarak;

L==|N-1-22mr~yZ, (4.60)
veya
L= [N— 1-(A) ”*g] ( ) ~X2g-1) (4.61)

seklinde tanimlidir.

Karar: a 6nem seviyesinde kritik deger; )(;( g-1) ; o Olmak tizere, eger;

L> )(;(g_l);a ise H, hipotezi ret edilir, L < )(zz,(g_l);a ise H, hipotezi ret edilemez.
ii) Roy’un En Biiyiik Ozdeger Testi

Bu yontem, /'lj ,(G=1,2,...,p) ler BW™! matrisinin 6zdegerleri olmak iizere, test istatistigi
olarak;

g=2r0<6<1 (4.62)

1+4
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istatistigi kullanilir. Burada A = Enb{ll, Az,...,lp}’dlr. 0 : Test istatistiginin O6rnekten

hesaplanan degeri olsun. 8 istatistiginin 6rneklem dagilimimdan yararlanarak olusturulan kritik
degerler tablosundan (Tablo A.10) o 6nem seviyesinde ve

(lg-p-1]-1) A= (N-p-g-1) (4.63)

s=min(g —1,p),m= > >

parametrelerine gore belirlenecek olan kritik deger 6, = O5.p. 7. Olmak lizere 6> 6, ise
H, ret edilir, @ < 6, ise H, ret edilemez.

iii) Hotelling-Lawley iz Testi

Bu yontemde 4;, ( =1,2,...,p) ler BW ™! matrisinin 6zdegerleri olmak iizere

TE = =k = iz(BW1) (4.64)
istatistigi test istatistigi olarak kullanilir. Bu istatistigin 6rnekleme dagilima;

HL = NT§~X5 -1 (4.65)
veya

_ PIN—p-1)+2 >
T op2g-n O ~ Fp2(g-1) piv-p-1)+2 (4.66)

seklindedir. @ 6nem seviyesinde kritik degerler y? = )(Iz,(g_l); a VYA Fy = F2(0_1). p(N—p-1)+2;x

olmak lizere, eger;
HL > x? veya F > F,ise Hy ret edilir, HL < x? veya F < F, ise H, ret edilemez.
iv) Pillai iz Testi

Buyontemde 4;,(j = 1,2,...,p) ler B W~ matrisinin sifirdan biiyiik 6zdegerleri olmak iizere;

T=YyP 4 (4.67)

J=11+4;
istatistigi kullanilir. T istatistiginin 6rnekleme dagilimi i¢in;

__ 2fi+s+1
2m+s+1

T
ST ~Fs(2m+s+1);s(2ﬁ+s+1) (4-68)

oldugu bilinmektedir. . & 6nem seviyesinde kritik deger Fy = Fgam+s+1); s(2ii+s+1) ;o Olmak lizere,
eger;

F > F,ise Hy ret edilir, F < F, ise Hy ret edilemez.

Yorum: H, kabul edildiginde gruplarin ortalama vektorlerinin birbirine esit oldugunu, yani
faktor diizeylerinin bagimli degiskenler vektorii lizerine etkilerinin 6nemsiz oldugu sdylenir.
Her bir diizey ayn1 etkiyi yapmaktadir.

H, ret edildiginde ise en az bir faktdr diizeyinin etkisinin digerlerinden farkli oldugu soylenir.
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Bu durumda farkliligin kaynaklar1 (hangi gruplar arasinda ve hangi degiskenler yoniinden)
arastirilabilir. Bu amagla QZ}z:lcka parametresi i¢cin 1 — a giiven katsayili giiven aralig
kullanilir. Burada;

a=1[0 ..010 .. 0]:1xp(j-ncibileseni “1” diger bilesenleri “0” secerek olusturulur), bu
vektor karsilagtirilacak olan degiskenler igin kullanilir (j = 1, 2, ..., p).

cx € CoylekiC = [cl Cy o cg] =[0 ..1..—-1 .. 0]:1x g (k-nc1bilesen “1” ve l-ncCi
bilesen “-1” ve diger bilesenler “0” se¢ilerek olusturulur), karsilastirilacak gruplar i¢in kullanilir
(k#1=1,2,..9). Ayrica X7 _, ¢, = 0 olmasina dikkat edilmelidir.

Bu segimlere gére a Yp_, ;T parametresi;

a¥iate=a(ty—1,)= Q[Ek. —Ez.] =pjx —tju 5 J=1,pk#1=1,g olup, test
edilecek hiotezler;

Ho:pjp—pp =0j=1,pk#1=1,g
Hy:pje—pn #0 (4.69)

seklinde olusturulur. Toplam test edilecek olan hipotez sayisi p (g) kadardir. Giiven aralig;

2

Ck g g A
P[ Yaci el — /6 JaWa _) <SAYio1 kT < a1kl +

\/_\/aWa k1 )lzl—a (4.70)

bulunur. Giiven aralig1 sifir1 kapsiyorsa H, kabul edilir ve boylece X; ; (j = 1,2, p) degiskeni

bakimindan k-nc1 ve [-nci gruplar arasinda fark yoktur. Giiven aralig1 sifir1 kapsamiyorsa H,
ret edilir, buna gore X; ; (j = 1,2, p) degiskeni bakimindan k-nc1 ve [-nci gruplar arasinda
farkvardir.
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