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Örnek 4.6 Bir araştırmacı üç farklı hastalık grubundaki (Kronik Hepatit, Siroz ve Malignite) 

hastaların 𝛽-fonksiyonlarını (ü/l) ve albüminlerini (gr/dl) ölçmüştür. Bu ölçümlerin gruplara 

(hastalık türlerine) göre değişip değişmediğini öğrenmek istemektedir. Her bir gruba ait 

dağılımlar 𝑁2 (𝜇 𝑘 . , Σ) , (𝑘 = 1, 2, 3) olduğu varsayılmıştır. Her gruptan 15 hasta üzerinde 

elde edilen ölçümler aşağıdadır. Buna göre; 

a) Bu problemin çözümü için uygun olan istatistiksel analizi ve model denklemini belirleyiniz. 

b) Model parametrelerinin EKK tahmin edicilerini ve ikinci grupta beşinci gözlemin hata 

kestirimini bulunuz?  

c) Gruplara (hastalık türlerine) göre kitle ortalama vektörleri arasında fark olup olmadığına 

i) Wilks’in olabilirlik oran testi ile 

ii) Hotelling-Lawley İz testi ile 

iii) Roy’un en büyük özdeğer testi ile 

iv Pillai İz testi ile  

%5 önem seviyesinde karar veriniz.   

d) Gruplar arasında farklılık varsa, bu farklılığın hangi değişken yönünden hangi gruplar 

arasında ortaya çıktığını belirleyiniz. 

HASTALIK TÜRLERİ (GRUPLAR)  

Kronik Hepatit Siroz Malignite  

𝑿𝟏(𝜷 − 𝒇𝒐𝒏𝒌)  𝑿𝟐(𝑨𝒍𝒃ü𝒎𝒊𝒏) 𝑿𝟏(𝜷 − 𝒇𝒐𝒏𝒌)  𝑿𝟐(𝑨𝒍𝒃ü𝒎𝒊𝒏) 𝑿𝟏(𝜷 − 𝒇𝒐𝒏𝒌)  𝑿𝟐(𝑨𝒍𝒃ü𝒎𝒊𝒏)  

21 

16 

15 

19 

18 

13 

16 

14 

17 

16 

19 

15 

17 

17 

16 

5,0 

5,1 

4,5 

4,7 

2,8 

5,3 

4,7 

4,5 

3,6 

3,8 

2,7 

3,8 

3,5 

5,0 

3,1 

11 

13 

14 

10 

9 

12 

10 

8 

12 

11 

14 

9 

13 

11 

10 

3,0 

4,3 

3,4 

1,8 

2,2 

2,7 

2,5 

3,1 

2,8 

2,2 

1,5 

1,6 

1,7 

1,4 

1,9 

17 

15 

17 

18 

17 

16 

14 

16 

17 

15 

19 

19 

14 

16 

13 

0,8 

1,3 

2,2 

2,7 

1,9 

1,4 

2,6 

1,0 

1,5 

0,7 

0,4 

1,4 

1,5 

1,7 

1,0 

 

𝑇11 = 𝑇21 = 𝑇12 = 𝑇22 = 𝑇13 = 𝑇23 =  

𝑋
 1 .
= [

16,6
4,14

]  
𝑋
 2 .
= [

11,133
2,407

]  𝑋
 3 .
= [

16,2
1,473

] 𝑋
 .  .

= [
14,644
2,673

] 

 

 

Çözüm: a) Bağımlı değişkenler…  

𝑋1: Beta fonksiyon değeri (𝛽 − ü/𝑙)… Nicel, sürekli ve ölçme düzeyi oranlama 
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𝑋2: Albümin değeri (𝑔𝑟/𝑑𝑙)… Nicel, sürekli ve ölçme düzeyi oranlama, olmak üzere değişkenler 

vektörü 𝑋 = [
𝑋1
𝑋2
] olacaktır. 

Faktör (Bağımsız değişken): Hastalık türü…. Nitel ve ölçme düzeyi sınıflama 

Faktör Düzeyleri…

{
 
 

 
 𝐾𝑟𝑜𝑛𝑖𝑘 𝐻𝑒𝑝𝑎𝑡𝑖𝑡 (𝐼. 𝐺𝑟𝑢𝑝)…𝑋 1 = [

𝑋11
𝑋21

]~𝑁2 (𝜇 1 .  , Σ )

𝑆𝑖𝑟𝑜𝑧 (𝐼𝐼. 𝐺𝑟𝑢𝑝)…𝑋 2 = [
𝑋12
𝑋22

]~𝑁2 (𝜇 2 .  , Σ )

𝑀𝑎𝑙𝑖𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒 (𝐼𝐼𝐼. 𝐺𝑟𝑢𝑝)…𝑋 3 = [
𝑋13
𝑋23

]~𝑁2 (𝜇 3 .  , Σ )

  Gruplar bağımsız ve 

homojen kovaryans matrislidir. Bu açıklamalar göre problemin çözümü için uygun olan istatistiksel 

analiz, çok değişkenli tek faktör varyans analizidir. Bu analiz için model denklemi; Eşitlik (4.48)’den 

𝑋 𝑘𝑖 = 𝜇 .  . + 𝜏 𝑘 + 𝜀 𝑘𝑖  , 𝑘 = 1, 2,3; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑘; (𝑔 = 3; 𝑝 = 2)  

şeklindedir. Burada , 𝑘 = 1, 2,3 için 𝜏 𝑘 = 𝜇
 𝑘 .
− 𝜇 .  . dür. 

b) 

Parametre EKK Tahmin Edicileri 

𝜇 .  . 𝑋
 .  .
=
𝑇 .  .
𝑁
= [

14,644
2,673

]  

𝜇 1 . 𝑋
 1 .
=
𝑇1 .
𝑛1
= [

16,6
4,14

]  

𝜇 2 . 𝑋
 2 .
=
𝑇2 .
𝑛2
= [

11,133
2,407

]  

𝜇 3 . 𝑋
 3 .
=
𝑇3 .
𝑛3
= [

16,2
1,473

]  

𝜏 1 𝝉̂𝟏 = 𝑋
 1 .
− 𝑋

 .  .
= [

16,6

4,14
] − [

14,644
2,673

] = [
1,956

1,467
]  

𝜏 2 𝝉̂𝟐 = 𝑋
 2 .
− 𝑋

 .  .
= [

11,133

2,407
]− [

14,644
2,673

] = [
−3,511

−0,266
]  

𝜏 3 𝝉̂𝟑 = 𝑋
 3 .
− 𝑋

 .  .
= [

16,2

1,473
] − [

14,644
2,673

] = [
1,556

−1,2
]  

𝜀 25 𝜺̂𝟐𝟓 = 𝑋 25 − 𝑋
 2 .
= [

9

2,2
] − [

11,133

2,407
] = [

−2,133

−0,207
]  

 

c) Test edilecek hipotezler 

𝐻0 : 𝜏 1 = 𝜏 2 = 𝜏 3 = 0     (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝜇 1 . = 𝜇 2 . = 𝜇 3 . = 𝜇 .  .) 

𝐻1 : ∃ 𝜏 𝑘 ≠ 0                   (𝑣𝑒𝑦𝑎 ∃ 𝜇 𝑘 . 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟𝑙𝑒𝑟𝑖𝑛𝑑𝑒𝑛 𝑓𝑎𝑟𝑘𝑙𝚤)           

i) Wilks’in olabilirlik oran testi ile                                                                            

Test istatistiği; 𝐿 = − [𝑁 − 1 −
𝑝+𝑔

2
] 𝑙𝑛Λ~𝜒𝑝(𝑔−1)

2  

𝑁 = ∑ 𝑛𝑘
𝑔
𝑘=1 = 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 = 15 + 15 + 15 = 45  
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Λ =
|𝑊|

|𝐵+𝑊|
 , 0 ≤ Λ ≤ 1  

𝑊 = ∑ ∑ (𝑋 𝑘𝑖 − 𝑋 𝑘 .) (𝑋 𝑘𝑖 − 𝑋 𝑘 .)
′𝑛𝑘

𝑖=1
𝑔
𝑘=1 = 𝑊1 +𝑊2 +𝑊3 = [

151,733 −1,693
−1,693 26,095

]  

𝐵 = ∑ 𝑛𝑘 (𝑋 𝑘 . − 𝑋 .  .) (𝑋 𝑘 . − 𝑋 .  .)
′

𝑔
𝑘=1  ;  𝑋

 𝑘 .
=

1

𝑛𝑘
∑ 𝑋 𝑘𝑖 , 𝑘 = 1, 2, 3
𝑛𝑘
𝑖=1 ; 𝑋

 1 .
= [

16,6
4,14

] ;            

𝑋
 2 .
= [

11,133
2,407

]; 𝑋
 3 .
= [

16,2
1,473

]  ve ise 𝑋
 .  .
=

1

𝑔
∑ 𝑋

 𝑘 .

𝑔
𝑘=1 =

1

3
{𝑋

 1 .
+ 𝑋

 2 .
+ 𝑋

 3 .
} = [

14,644
2,673

] 

𝐵 = 15 {[
1,956
1,467

] [1,956 1,467] + [
−3,511
−0,266

] [−3,511 −0,266] + [
1,556
−1,2

] [1,556   − 1,2]}  

= [
278,61 29,04
29,04 54.945

]   

𝐵 +𝑊 = [
278,61 29,04
29,04 54.945

] + [
151,733 −1,693
−1,693 26,095

] = [
430,343 27,347
27,347 81,04

]  

|𝑊| = |
151,733 −1,693
−1,693 26,095

| = 3956,606386 ;|𝐵 +𝑊| = |
430,343 27,347
27,347 81,04

| = 34127,13831 

Λ =
3956,606386

34127,13831
= 0,116 ⇒ 𝐿 = − [45 − 1 −

2+3

2
] 𝑙𝑛(0,116) = 89,398 

Kritik değer; 𝛼 = 0,05 için 𝜒𝑝(𝑔−1); 𝛼
2 = 𝜒4;0,05

2 = 9,488 ⇒ 𝐿 = 89,398 > 9,488 olduğundan 

𝐻0 ret edilir. 

ii) Hotelling-Lawley İz Testi  

Test istatistiği;  𝐻𝐿 = 𝑁𝑇0
2~𝜒𝑝(𝑔−1)

2   veya 𝐹 =
𝑝(𝑁−𝑝−1)+2

𝑝2(𝑔−1)
𝑇0
2 ~ 𝐹𝑝2(𝑔−1); 𝑝(𝑁−𝑝−1)+2 

𝑁 = 45; 𝑝 = 2; 𝑔 = 3 ; 𝑇0
2 = ∑ 𝜆𝑗

𝑝
𝑗=1  ve 𝜆𝑗’ler 𝐵𝑊−1 matrisinin özdeğerleri 

𝑊−1 = [
0,0066 0,0004
0,0004 0,0383

] ⇒ 𝐵𝑊−1 = [
1,8505 1,224
0,2137 2,1159

] ⇒ |𝐵𝑊−1 − 𝜆𝐼| = 0 ⇒              

𝜆1 = 2,512 ve 𝜆2 = 1,455 

𝑇0
2 = 𝜆1 + 𝜆2 = 3,967 = İ𝑧(𝐵𝑊

−1)  ⇒ 𝐻𝐿 = 45 × 3,967 = 178,515 

Kritik değer; 𝛼 = 0,05 için 𝜒𝑝(𝑔−1); 𝛼
2 = 𝜒4;0,05

2 = 9,488 ⇒ 𝐻𝐿 = 178,515 > 9,488 

olduğundan 𝐻0 ret edilir. 

iii) Roy’un Enbüyük Özdeğer Testi 

Test istatistiği; 

 𝜃 =
𝜆

1+𝜆
 : 0 ≤ 𝜃 ≤ 1; 𝜆 = 𝐸𝑛𝑏{𝜆1 , 𝜆2} = 𝐸𝑛𝑏{2,512; 1,455} = 2,512 olmak üzere, test 

istatistiğinin alabileceği değer 𝜃 =
2,512

1+2,512
= 0,71526 bulunur. 

Kritik değer; 𝑠 = 𝑚𝑖𝑛(𝑔 − 1, 𝑝) = 𝑚𝑖𝑛(2, 2) = 2 ; 𝑚 =
|𝑔−𝑝−1|−1

2
=

|3−2−1|−1

2
= −

1

2
≅ 0 

alınır ve 𝑛̃ =
𝑁−𝑔−𝑝−1

2
=

45−3−2−1

2
= 19,5 ≅ 20 ve 𝛼 = 0,05  iken  
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𝜃𝑡 = 𝜃𝑠 ;𝑚; 𝑛̃;𝛼 = 𝜃2;0;20:0,05 = 0,221 olup,  𝜃 = 0,71526 > 0,221 = 𝜃𝑡 olduğundan 𝐻0 ret 

edilir. 

iv) Pillai İz Testi 

Test istatistiği; 𝐹 =
2𝑛̃+𝑠+1

2𝑚+𝑠+1
×

𝑇

𝑠−𝑇
~𝐹𝑠(2𝑚+𝑠+1);𝑠(2𝑛̃+𝑠+1)                                                                              

𝑇 = ∑
𝜆𝑗

1+𝜆𝑗
 𝑗   ve 𝜆𝑗: 𝐵𝑊

−1 matrisinin özdeğerleri 

𝑇 =
𝜆1
1+𝜆1

+
𝜆2
1+𝜆2

=
2,512

1+2,512
+

1,455

1+1,455
= 1,308 ⇒  𝐹 =

2×19,5+2+1

2(−1/2)+2+1
×

1,308

2−1,308
= 39,69 bulunur. 

𝛼 = 0,05  iken 𝐹𝑡 = 𝐹4 ;84 ;0,05 ≅ 2,48 olur. Buna göre 𝐹 = 39,69 > 2,48 = 𝐹𝑡  olduğundan 

𝐻0 ret edilir. 

Yorum: Hastaların 𝛽 fonksiyonları ve albümin değerleri üzerine hastalık türlerinin etkisi farklılık 

göstermektedir. 

d) Hastalık türlerine göre kitle ortalama vektörleri farklılık gösterdiğinden, hangi değişken için hangi 

gruplar arasında farklılık ortaya çıktığını belirlemek için  𝑎∑ 𝑐𝑘𝜏 𝑘
𝑔
𝑘=1  parametresi ile ilgili güven 

aralığından yararlanılır. Bu güven aralığı 

𝑃 [ 𝑎 ∑ 𝑐𝑘𝜏̂ 𝑘 −√𝜃𝑡
𝑔
𝑘=1  √𝑎 𝑊 𝑎′ (∑

𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 )   ≤ 𝑎 ∑ 𝑐𝑘𝜏 𝑘

𝑔
𝑘=1 ≤ 𝑎∑ 𝑐𝑘𝜏̂ 𝑘 +

𝑔
𝑘=1

√𝜃𝑡  √𝑎 𝑊 𝑎′ (∑
𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 )] = 1 − 𝛼  

şeklindedir. Mümkün olan ikili karşılaştırmaların sayısı 𝑝 (
𝑔
2
) = 2 (

3
2
) = 6 dır. 

𝑿𝟏 𝒅𝒆ğ𝒊ş𝒌𝒆𝒏𝒊 (𝜷 − 𝒇𝒐𝒏𝒌𝒔𝒊𝒚𝒐𝒏 𝒅𝒆ğ𝒆𝒓𝒊) 𝒊ç𝒊𝒏 : 𝑎 = [1 0]: 1 × 2 (𝑝 = 2 𝑜𝑙𝑑𝑢ğ𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛) seçilir. 

i) I. Grup (Kronik Hepatit) ile II. Grup (Siroz) karşılaştırması: 𝑐1 = 1, 𝑐2 = −1, 𝑐3 = 0 

𝑎∑𝑐𝑘𝜏 𝑘

𝑔

𝑘=1

= 𝑎(𝜏 1 − 𝜏 2) = 𝑎 (𝜇1 . − 𝜇 .  . − 𝜇2 . + 𝜇 .  .) = [1 0] [
𝜇11 − 𝜇12
𝜇21 − 𝜇22

] = 𝜇11 − 𝜇12 

Hipotezler: 

𝐻0 ∶ 𝜇11 = 𝜇12  

𝐻1 ∶ 𝜇11 ≠ 𝜇12  

𝑎 ∑ 𝑐𝑘 𝜏̂ 𝑘 = 𝑎(𝜏̂ 1 − 𝜏̂ 2) = 𝑎(𝑋 1 . − 𝑋 2 .) =
𝑔
𝑘=1 [1 0] [

𝑋11 − 𝑋12

𝑋21 − 𝑋22
] = 𝑋11 − 𝑋12 = 16,6 − 11,133 = 5,467  

𝑎 𝑊 𝑎′ = [1 0] [
151,733 −1,693
−1,693 26,095

] [
1
0
] = 𝑤11 = 151,733  

∑
𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 =

(1)2

15
+
(−1)2

15
+
(0)2

15
=

2

15
  ve 𝜃𝑡 = 0,221 
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𝑃 (5,467 − √0,221√151,733 ×
2

15
≤ 𝜇11 − 𝜇12 ≤ 5,467 + √0,221√151,733 ×

2

15
) = 0,95   

𝑃(3,353 ≤ 𝜇11 − 𝜇12 ≤ 7,581) = 0,95 bulunur. Güven aralığı sıfırı kapsamadığından          

𝐻0 ∶ 𝜇11 = 𝜇12 hipotezi ret edilir. Böylece  𝛽 − 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛 değeri bakımından Kronik Hepatit 

grubu ile Siroz grubu farklılık göstermektedir. Kronik Hepatit grubunun 𝛽 − 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛 

değerleri daha yüksektir. 

ii) I. Grup (Kronik Hepatit) ile III. Grup (Malignite) karşılaştırması: 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0, 𝑐3 = −1 

𝑎∑𝑐𝑘𝜏 𝑘

𝑔

𝑘=1

= 𝑎(𝜏 1 − 𝜏 3) = 𝑎 (𝜇1 . − 𝜇 .  . − 𝜇3 . + 𝜇 .  .) = [1 0] [
𝜇11 − 𝜇13
𝜇21 − 𝜇23

] = 𝜇11 − 𝜇13 

Hipotezler: 

𝐻0 ∶ 𝜇11 = 𝜇13  

𝐻1 ∶ 𝜇11 ≠ 𝜇13  

𝑎 ∑ 𝑐𝑘 𝜏̂ 𝑘 = 𝑎(𝜏̂ 1 − 𝜏̂ 3) = 𝑎 (𝑋 1 . − 𝑋 3 .) =
𝑔
𝑘=1 [1 0] [

𝑋11 − 𝑋13

𝑋21 − 𝑋23
] = 𝑋11 − 𝑋13 = 16,6 − 16,2 = 0,4  

𝑎 𝑊 𝑎′ = [1 0] [
151,733 −1,693
−1,693 26,095

] [
1
0
] = 𝑤11 = 151,733  

∑
𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 =

(1)2

15
+
(0)2

15
+
(−1)2

15
=

2

15
  ve 𝜃𝑡 = 0,221 

𝑃 (0,4 − √0,221√151,733 ×
2

15
≤ 𝜇11 − 𝜇13 ≤ 0,4 + √0,221√151,733 ×

2

15
) = 0,95   

𝑃(−1,714 ≤ 𝜇11 − 𝜇13 ≤ 2,514) = 0,95 bulunur. Güven aralığı sıfırı kapsadığından              

𝐻0 ∶ 𝜇11 = 𝜇13 hipotezi ret edilemez. Böylece 𝛽 − 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛 değeri bakımından Kronik Hepatit 

grubu ile Malignite grubu farklılık göstermemektedir.  

iii) II. Grup (Siroz) ile III. Grup (Malignite) karşılaştırması: 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 1, 𝑐3 = −1 

𝑎∑𝑐𝑘𝜏 𝑘

𝑔

𝑘=1

= 𝑎(𝜏 2 − 𝜏 3) = 𝑎 (𝜇2 . − 𝜇 .  . − 𝜇3 . + 𝜇 .  .) = [1 0] [
𝜇12 − 𝜇13
𝜇22 − 𝜇23

] = 𝜇12 − 𝜇13 

Hipotezler: 

𝐻0 ∶ 𝜇12 = 𝜇13  

𝐻1 ∶ 𝜇12 ≠ 𝜇13  

𝑎 ∑ 𝑐𝑘 𝜏̂ 𝑘 = 𝑎(𝜏̂ 2 − 𝜏̂ 3) = 𝑎 (𝑋 2 . − 𝑋 3 .) =
𝑔
𝑘=1 [1 0] [

𝑋12 − 𝑋13

𝑋22 − 𝑋23
] = 𝑋12 − 𝑋13 = 11,133 − 16,2 = −5,067  

𝑎 𝑊 𝑎′ = [1 0] [
151,733 −1,693
−1,693 26,095

] [
1
0
] = 𝑤11 = 151,733  
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∑
𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 =

(0)2

15
+
(1)2

15
+
(−1)2

15
=

2

15
  ve 𝜃𝑡 = 0,221 

𝑃 (−5,067 − √0,221√151,733 ×
2

15
≤ 𝜇12 − 𝜇13 ≤ −5,067 + √0,221√151,733 ×

2

15
) = 0,95    

𝑃(−7,181 ≤ 𝜇12 − 𝜇13 ≤ −2,953) = 0,95 bulunur. Güven aralığı sıfırı kapsamadığından   

𝐻0 ∶ 𝜇12 = 𝜇13 hipotezi ret edilir. Buna göre 𝛽 − 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛 değeri bakımından Siroz grubu ile 

Malignite grubu farklılık göstermektedir. Üstelik Malignite grubunun 𝛽 − 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛 değerleri 

daha yüksektir. 

𝑿𝟐 𝒅𝒆ğ𝒊ş𝒌𝒆𝒏𝒊 (𝑨𝒍𝒃ü𝒎𝒊𝒏 𝒅𝒆ğ𝒆𝒓𝒊) 𝒊ç𝒊𝒏 : 𝑎 = [0 1]: 1 × 2 (𝑝 = 2 𝑜𝑙𝑑𝑢ğ𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛) seçilir. 

i) I. Grup (Kronik Hepatit) ile II. Grup (Siroz) karşılaştırması: 𝑐1 = 1, 𝑐2 = −1, 𝑐3 = 0 

𝑎∑𝑐𝑘𝜏 𝑘

𝑔

𝑘=1

= 𝑎(𝜏 1 − 𝜏 2) = 𝑎 (𝜇1 . − 𝜇 .  . − 𝜇2 . + 𝜇 .  .) = [0 1] [
𝜇11 − 𝜇12
𝜇21 − 𝜇22

] = 𝜇21 − 𝜇22 

 

Hipotezler: 

𝐻0 ∶ 𝜇21 = 𝜇22  

𝐻1 ∶ 𝜇21 ≠ 𝜇22  

𝑎 ∑ 𝑐𝑘 𝜏̂ 𝑘 = 𝑎(𝜏̂ 1 − 𝜏̂ 2) = 𝑎(𝑋 1 . − 𝑋 2 .) =
𝑔
𝑘=1 [0 1] [

𝑋11 − 𝑋12

𝑋21 − 𝑋22
] = 𝑋21 − 𝑋22 = 4,14 − 2,407 = 1,733  

𝑎 𝑊 𝑎′ = [0 1] [
151,733 −1,693
−1,693 26,095

] [
0
1
] = 𝑤22 = 26,095  

∑
𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 =

(1)2

15
+
(−1)2

15
+
(0)2

15
=

2

15
  ve 𝜃𝑡 = 0,221 

𝑃 (1,733 − √0,221√26,095 ×
2

15
≤ 𝜇21 − 𝜇22 ≤ 1,733 + √0,221√26,095 ×

2

15
) = 0,95   

𝑃(0,856 ≤ 𝜇21 − 𝜇22 ≤ 2,610) = 0,95 bulunur. Güven aralığı sıfırı kapsamadığından          

𝐻0 ∶ 𝜇21 = 𝜇22 hipotezi ret edilir. Böylece 𝐴𝑙𝑏ü𝑚𝑖𝑛 değeri bakımından Kronik Hepatit grubu ile 

Siroz grubu farklılık göstermektedir. Kronik Hepatit grubunun 𝐴𝑙𝑏ü𝑚𝑖𝑛 değerleri daha yüksektir. 

ii) I. Grup (Kronik Hepatit) ile III. Grup (Malignite) karşılaştırması: 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0, 𝑐3 = −1 

𝑎∑𝑐𝑘𝜏 𝑘

𝑔

𝑘=1

= 𝑎(𝜏 1 − 𝜏 3) = 𝑎 (𝜇1 . − 𝜇 .  . − 𝜇3 . + 𝜇 .  .) = [0 1] [
𝜇11 − 𝜇13
𝜇21 − 𝜇23

] = 𝜇21 − 𝜇23 

Hipotezler: 

𝐻0 ∶ 𝜇21 = 𝜇23  

𝐻1 ∶ 𝜇21 ≠ 𝜇23  
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𝑎 ∑ 𝑐𝑘 𝜏̂ 𝑘 = 𝑎(𝜏̂ 1 − 𝜏̂ 3) = 𝑎 (𝑋 1 . − 𝑋 3 .) =
𝑔
𝑘=1 [0 1] [

𝑋11 − 𝑋13

𝑋21 − 𝑋23
] = 𝑋21 − 𝑋23 = 4,14 − 1,473 = 2,667  

𝑎 𝑊 𝑎′ = [0 1] [
151,733 −1,693
−1,693 26,095

] [
0
1
] = 𝑤22 = 26,095  

∑
𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 =

(1)2

15
+
(0)2

15
+
(−1)2

15
=

2

15
  ve 𝜃𝑡 = 0,221 

𝑃 (2,667 − √0,221√26,095 ×
2

15
≤ 𝜇21 − 𝜇23 ≤ 2,667 + √0,221√26,095 ×

2

15
) = 0,95   

𝑃(1,79 ≤ 𝜇21 − 𝜇23 ≤ 3,54) = 0,95 bulunur. Güven aralığı sıfırı kapsadığından                      

𝐻0 ∶ 𝜇21 = 𝜇23 hipotezi ret edilir. Buna göre 𝐴𝑙𝑏ü𝑚𝑖𝑛 değeri bakımından Kronik Hepatit grubu 

ile Malignite grubu farklılık göstermektedir. Üstelik Kronik Hepatit grubunun 𝐴𝑙𝑏ü𝑚𝑖𝑛 değerleri 

daha yüksektir. 

iii) II. Grup (Siroz) ile III. Grup (Malignite) karşılaştırması: 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 1, 𝑐3 = −1 

𝑎∑𝑐𝑘𝜏 𝑘

𝑔

𝑘=1

= 𝑎(𝜏 2 − 𝜏 3) = 𝑎 (𝜇2 . − 𝜇 .  . − 𝜇3 . + 𝜇 .  .) = [0 1] [
𝜇12 − 𝜇13
𝜇22 − 𝜇23

] = 𝜇22 − 𝜇23 

Hipotezler: 

𝐻0 ∶ 𝜇22 = 𝜇23  

𝐻1 ∶ 𝜇22 ≠ 𝜇23  

𝑎 ∑ 𝑐𝑘 𝜏̂ 𝑘 = 𝑎(𝜏̂ 2 − 𝜏̂ 3) = 𝑎 (𝑋 2 . − 𝑋 3 .) =
𝑔
𝑘=1 [0 1] [

𝑋12 − 𝑋13

𝑋22 − 𝑋23
] = 𝑋22 − 𝑋23 = 2,407 − 1,473 = 0,934  

𝑎 𝑊 𝑎′ = [0 1] [
151,733 −1,693
−1,693 26,095

] [
0
1
] = 𝑤22 = 26,095  

∑
𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 =

(0)2

15
+
(1)2

15
+
(−1)2

15
=

2

15
  ve 𝜃𝑡 = 0,221 

𝑃 (0,934 − √0,221√26,095 ×
2

15
≤ 𝜇22 − 𝜇23 ≤ 0,934 + √0,221√26,095 ×

2

15
) = 0,95    

𝑃(0,057 ≤ 𝜇22 − 𝜇23 ≤ 1,811) = 0,95 bulunur. Güven aralığı sıfırı kapsamadığından          

𝐻0 ∶ 𝜇22 = 𝜇23 hipotezi ret edilir. Böylece 𝐴𝑙𝑏ü𝑚𝑖𝑛 değeri bakımından Siroz grubu ile Malignite 

grubu farklılık göstermektedir. Üstelik Siroz grubunun 𝐴𝑙𝑏ü𝑚𝑖𝑛 değerleri daha yüksektir. 

Örnek:4.7 Üç farklı bölgede yaşayan bireyler üzerinde yapılan bir çalışmada bireylerin 

kolestrol (𝑋1) ve HDL (𝑋2 ) değerleri mg/dL cinsinden ölçülmüştür. İlgili değişkenler 

bakımından bu bölgelere ait dağılımların çok değişkenli normal ve ortak varyans-kovaryans 

matrisli olduğu kabul edilmiştir. Bu bölgelerden rastgele seçilen 25’er bireye ait ölçümlerden 

aşağıdaki istatistikler hesaplanmıştır. 

Buna göre; 
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a) İlgili özellikler bakımından bölgeler arasında fark olup-olmadığına herhangi bir yöntemi 

kullanarak karar veriniz.  

b) I. ve II. bölgelerin HDL değerleri bakımından farklılık gösterip göstermediğine karar veriniz. 

BÖLGELER 
ORTALAMA 

VEKTÖRLERİ 

VARYANS- KOVARYANS 

MATRİSLERİ 

I 𝑋
1.
= [

262
39,16

] 𝑆1 = [
2347,92 −83,25
−83,25 73,97

] 

II 𝑋
2.
= [

184,2
60,4

] 𝑆2 = [
632,333 14,875
14,875 59,583

] 

III 𝑋
3.
= [

223
50,08

] 𝑆3 = [
581,25 −15,25
−15,25 43,41

] 

GENEL 𝑋
..
= [

223,067
49,88

] 𝑇 = [
161137 −22663
−22663 9888

] 

 

Çözüm: a) Bağımlı değişkenler: 𝑋1:kolestrol ve 𝑋2: HDL  değerleri… Nicel, süreli ve ölçme 

düzeyi oranlama 

Faktör: Bölge…. Nitel ve ölçme düzeyi sınıflama 

Bölge I (I. Grup): 𝑋1 = [
𝑋11
𝑋21

] ~𝑁2 (𝜇
 1 .
 , Σ) 

Bölge II (II. Grup): 𝑋2 = [
𝑋12
𝑋22

] ~𝑁2 (𝜇
 2 .
 , Σ) 

Bölge III (III. Grup): 𝑋3 = [
𝑋13
𝑋23

] ~𝑁2 (𝜇
 3 .
 , Σ) 

Gruplar bağımsız ve homojen kovaryans matrislidir. Bu açıklamalar göre problemin çözümü için uygun 

olan istatistiksel analiz, çok değişkenli tek faktör varyans analizidir. Bu analiz için model denklemi; 

Eşitlik (4.48)’den 

𝑋 𝑘𝑖 = 𝜇 .  . + 𝜏 𝑘 + 𝜀 𝑘𝑖  , 𝑘 = 1, 2,3; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑘; (𝑔 = 3; 𝑝 = 2)  

şeklindedir. Burada , 𝑘 = 1, 2,3 için 𝜏 𝑘 = 𝜇
 𝑘 .
− 𝜇 .  . dür. 

Test edilecek hipotezler 

𝐻0 : 𝜏 1 = 𝜏 2 = 𝜏 3 = 0     (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝜇 1 . = 𝜇 2 . = 𝜇 3 . = 𝜇 .  .) 

𝐻1 : ∃ 𝜏 𝑘 ≠ 0                   (𝑣𝑒𝑦𝑎 ∃ 𝜇 𝑘 . 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟𝑙𝑒𝑟𝑖𝑛𝑑𝑒𝑛 𝑓𝑎𝑟𝑘𝑙𝚤)           

i) Wilks’in olabilirlik oran testi ile                                                                            

Test istatistiği; 𝐿 = − [𝑁 − 1 −
𝑝+𝑔

2
] 𝑙𝑛Λ~𝜒𝑝(𝑔−1)

2  

𝑁 = ∑ 𝑛𝑘
𝑔
𝑘=1 = 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 = 25 + 25 + 25 = 75  
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Λ =
|𝑊|

|𝐵+𝑊|
 , 0 ≤ Λ ≤ 1  

𝑊 = 𝑊1 +𝑊2 +𝑊3 = ∑ (𝑛𝑘 − 1)𝑆𝑘 = 24(𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3) =
𝑔
𝑘=1 [

85476,072 −83,625
−83,625 176,963

] ⟹ 

 |𝑊| = 15119108,99 

𝑇 = 𝐵 +𝑊 ⟹ |𝐵 +𝑊| = |𝑇| = |
161137 −22663
−22663 9888

| = 1079711087  

Λ =
15119108,99

1079711087 
= 0,014 bulunur. Buna göre 𝐻0 doğru iken test istatistiğinin alabileceği değer; 

𝐿 = − [75 − 1 −
2+3

2
] 𝑙𝑛(0,014) = 305,212 elde edilir. 

Karar: 𝛼 = 0,05 için kritik değer 𝜒𝑝(𝑔−1); 𝛼
2 = 𝜒4;0,05

2 = 9,488 olup; 305,212 > 9,488 

olduğundan 𝐻0 hipotezi ret edilir. Bu takdirde bölgelere göre kolestrol ve HDL değerlerinde 

farklılık görülmektedir. 

ii) Hotelling-Lawley İz Testi  

Test istatistiği;  𝐻𝐿 = 𝑁𝑇0
2~𝜒𝑝(𝑔−1)

2    

𝑁 = 75; 𝑝 = 2; 𝑔 = 3 ; 𝑇0
2 = ∑ 𝜆𝑗

𝑝
𝑗=1  ve 𝜆𝑗’ler 𝐵𝑊−1 matrisinin özdeğerleri; 

𝑊 = 𝑊1 +𝑊2 +𝑊3 = ∑ (𝑛𝑘 − 1)𝑆𝑘 = 24(𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3) =
𝑔
𝑘=1 [

85476,072 −83,625
−83,625 176,963

] ⇒ 

𝑊−1 = [
0,0000117 0,0000055
0,0000055 0,0056535

]    ve  

𝐵 = 𝑇 −𝑊 = [
161137 −22663
−22663 9888

] − [
85476,072 −83,625

−83,625 176,963
] =

[
75660,928 −22579,375

−22579,375 9711,037
]  ⇒ 𝐵𝑊−1 = [

0,76105 −127.23636
−0,21077 54,77716

] ⇒ |𝐵𝑊−1 − 𝜆𝐼| = 0 

⇒ |
0,76105 − 𝜆 −127,23636
−0,21077 54,77716 − 𝜆

| = 𝜆2 − 55,53821𝜆 + 14,87055 = 0            

𝜆1,2 =
−𝑏±√∆

2𝑎
=

55,53821±√3025,01057

2
  ⇒ 𝜆1 = 55,269 ve 𝜆2 = 0,269 

𝑇0
2 = 𝜆1 + 𝜆2 = 55,538 = İ𝑧(𝐵𝑊−1)  ⇒ 𝐻𝐿 = 75 × 55,538 = 4165,35 

Karar: 𝛼 = 0,05 için kritik değer 𝜒𝑝(𝑔−1); 𝛼
2 = 𝜒4;0,05

2 = 9,488 olup; 4165,35 > 9,488 

olduğundan 𝐻0 hipotezi ret edilir. Bu takdirde bölgelere göre kolestrol ve HDL değerlerinde 

farklılık görülmektedir. 

iii) Roy’un Enbüyük Özdeğer Testi 

Test istatistiği; 

 𝜃 =
𝜆

1+𝜆
 : 0 ≤ 𝜃 ≤ 1; 𝜆 = 𝐸𝑛𝑏{𝜆1 , 𝜆2} = 𝐸𝑛𝑏{55,269; 0,269} = 55,269 olmak üzere, test 

istatistiğinin alabileceği değer 𝜃 =
55,269

1+55,269
= 0,98 bulunur. 
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Karar: Kritik değer; 𝑠 = 𝑚𝑖𝑛(𝑔 − 1, 𝑝) = 𝑚𝑖𝑛(2, 2) = 2 ; 𝑚 =
|𝑔−𝑝−1|−1

2
=

|3−2−1|−1

2
=

−
1

2
≅ 0 alınır ve 𝑛̃ =

𝑁−𝑔−𝑝−1

2
=

75−3−2−1

2
= 34,5 ≅ 35 ve 𝛼 = 0,05  iken  

𝜃𝑡 = 𝜃𝑠 ;𝑚; 𝑛̃;𝛼 = 𝜃2;0;35:0,05 =?  

𝜃2;0;30:0,05 = 0,157

𝜃2;0;40:0,05 = 0,122
}  ⇒ 𝜃𝑡 = 𝜃2;0;35:0,05 =

0,157+0,122

2
= 0,1395 bulunur. Buna göre;             

𝜃 = 0,98 > 0,1395 = 𝜃𝑡 olduğundan 𝐻0 ret edilir. Bu takdirde bölgelere göre kolestrol ve 

HDL değerlerinde farklılık görülmektedir. 

iv) Pillai İz Testi 

Test istatistiği; 𝐹 =
2𝑛̃+𝑠+1

2𝑚+𝑠+1
×

𝑇

𝑠−𝑇
~𝐹𝑠(2𝑚+𝑠+1);𝑠(2𝑛̃+𝑠+1)                                                                              

𝑇 = ∑
𝜆𝑗

1+𝜆𝑗
 𝑗   ve 𝜆𝑗: 𝐵𝑊

−1 matrisinin özdeğerleri 

𝑇 =
𝜆1
1+𝜆1

+
𝜆2
1+𝜆2

=
55,269

1+55,269
+

0,269

1+0,269
= 1,194 ⇒  𝐹 =

2×34,5+2+1

2(−1/2)+2+1
×

1,194

2−1,194
= 53,33 bulunur. 

𝛼 = 0,05  iken 𝐹𝑡 = 𝐹4 ;144 ;0,05 ≅ 2,46 olur. Buna göre 𝐹 = 53,33 > 2,46 = 𝐹𝑡  olduğundan 

𝐻0 ret edilir. Bu takdirde bölgelere göre kolestrol ve HDL değerlerinde farklılık görülmektedir. 

b) I. ve II. bölgelerin HDL değerleri bakımından farklılık gösterip göstermediğinin belirlenmesi 

için; 𝑎 ∑ 𝑐𝑘𝜏 𝑘
𝑔
𝑘=1  parametresi ile ilgili güven aralığından yararlanılır. Bu güven aralığı 

𝑃 [ 𝑎 ∑ 𝑐𝑘𝜏̂ 𝑘 −√𝜃𝑡
𝑔
𝑘=1  √𝑎 𝑊 𝑎′ (∑

𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 )   ≤ 𝑎 ∑ 𝑐𝑘𝜏 𝑘

𝑔
𝑘=1 ≤ 𝑎∑ 𝑐𝑘𝜏̂ 𝑘 +

𝑔
𝑘=1

√𝜃𝑡  √𝑎 𝑊 𝑎′ (∑
𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 )] = 1 − 𝛼  

şeklindedir. Burada 𝑋2: 𝐻𝐷𝐿 olduğundan 𝑎 = [0 1] ve I. ile II. Gruplar karşılaştırılacağından 

𝑐1 = 1 , 𝑐2 = −1 ve 𝑐3 = 0 seçilirse; 

𝑎 ∑ 𝑐𝑘𝜏 𝑘
𝑔
𝑘=1 = 𝑎(𝜏 1 − 𝜏 2) = 𝑎 (𝜇

 1 .
− 𝜇 .  . − 𝜇

 2 .
+ 𝜇 .  .) = 𝑎 (𝜇

 1 .
− 𝜇

 2 .
) =

[0 1] [
𝜇11 − 𝜇12
𝜇21 − 𝜇22

] = 𝜇21 − 𝜇22  olur, buna göre test edilecek hipotezler; 

𝐻0: 𝜇21 = 𝜇22  

𝐻1: 𝜇21 ≠ 𝜇22  şeklinde kurulur. 

𝑎 ∑ 𝑐𝑘𝜏̂ 𝑘 =
𝑔
𝑘=1  𝑋21 − 𝑋22 = 39,16 − 60,4 = −21,24;   𝜃𝑡 = 0,1395                   

 𝑎 𝑊 𝑎′ = [0 1] [
85476,072 −83,625

−83,625 176,963
] [
0

1
] =176,963 ve ∑

𝑐𝑘
2

𝑛𝑘

𝑔
𝑘=1 =

(1)2

25
+
(−1)2

25
+
(0)2

25
=

2

25
 

olup, bu sonuçlar güven aralığı formülünde yerlerine yazılırsa; 

𝑃 (−21,24 − √0,1395 × √(176,963) ×
2

25
≤ 𝜇21 − 𝜇22 ≤ −21,24 + √0,1395 × √(176,963) ×

2

25
 ) = 0,95  
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𝑃(−22,645 ≤ 𝜇21 − 𝜇22 ≤ −19,835) = 0,95  bulunur. 

 Güven aralığı “0” ı kapsamadığından 𝐻0 hipotezi ret edilir. Bu sonuca göre HDL değerleri 

bakımından I. ve II. Bölge farklılık göstermektedir, üstelik I. bölgede HDL değerleri ikinci 

bölgeye göre daha düşüktür. 
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