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1 -1 2
3 4 —2| matrisi verilsin.
-2 1 3

a) Kofaktorler matrisini bulunuz?

Ornek 1.5 4 =

b) Adjoint matrisini bulunuz?
¢) Determinantin1 bulunuz?
d) Rankin1 bulunuz?

e) Tersini bulunuz?

Ay A Ags
Coziim: a) Verilen matrisin kofaktorler matrisi Ay = |41 Az, Azz|ile gosterelim. Burada
Az1 Azz Az

Ay = (D)™ |My;

,1,J = 1,2, 3 esitligi ile bulunur. Buna gore; A matrisinin her bir elemaninin

kofaktorii;
(L 1)1+1 _14 21 _ 4, o 1\142 __|3 -2/__
A= CDMIMy] =] S = A = CDRIM, = - | %, = -5
3 4 : -1 2
Ay = DM = | %) 1] =10 A = (GO UMy = | 5| =5
1 2 1 -1
Ay = (m1)%*2|My,| = —2 3 =7, Az = (1)} Mp3| = — |_2 1 | =1
-1 2 1 2
Az = (CD M| = |70 5| = =61 45 = (C1*2Ms = = |3 5[ =8
Az = (—1)313| M55 = é _41| = 7 olarak bulunur. Bdylece verilen matrisin kofaktorler
matrisi:
Ay; A A 14 -5 11
Ag =421 Azy Ax3|=|[5 7 1 |olarak bulunur.
Azq Az Ass -6 8 7
14 5 -6
b) Verilen matrisin adjoint matrisi; Adj(A) = Ay =|-5 7 8
11 1 7

c) Verilen matrisin determinantini bulmak i¢in birinci satira gore agalim:
|A| = a;1A11 + a1241, + a13413 = (1)(14) + (=1)(=5) + (2)(11) = 41 bulunur.

d) Verilen matrisin rankini bulabilmek igin biitiin kare alt matrislerini olusturup bu matrislerin
determinantlarmni bulalim. Biittin kare alt matrisler , i, j = 1, 2, 3 olmak tizere M;; minorleri ile
A matrisinin kendisidir. i,j =1,2,3 olmak iizere |M;;|# 0 ve hatta |A| =41 # 0 dir.
Determinant1 sifirdan farkli olan en biiyilk mertebeli matris A matrisinin kendisi ve

mertebesinin de 3 oldugu dikkate alindiginda rank(A) = 3 buulnur.

14 5 -6
e) Verilen matrisin tersi A= = jAdj(A) = ﬁ [—5 7 8 ] olarak bulunur.
11 1 7
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Ornek 1.6 Bir A matrisi asagidaki gibi pargalanmis olsun. Determinantini ve tersini bulunuz?

1 0|1 1 1
G]ZZZ]
A=3—14nj
3 —1|0 4 0
3 —110 0

3 -1
Coziim: Verilen pargalanmaya gore Ay, = [(1) (ﬂ, Ay, = B ; %], Ay = [3 —1] ve
3 -1

4 0 0
A,y = [O 4 O] olarak yazilir. Verilen matrisin determinanti iki yolla bulunabilir.

0 0 4
i) |A11] = 1 # 0 oldugundan |A]| = |A;1]|Az, — A21A71A12| =
4 0 0] 3 -1 4 0 O 1 1 1
1><[o 4 0—[3 —1][(1) NG 5 All=1o ¢ o]—[1 1 1] -
0 0 4l 3 -1 0 0 4 1 1 1
3 -1 -1
-1 3 -1|=3(8)+1(—4)—1(4) = 16 bulunur.
-1 -1 3
i) |A2z| = 64 # 0 oldugundan |A| = |Ay;||A1; — A1pA77 Az ] =
X 0 o]
1oy 11 nlr 1 P L I A |
1 1l = le 4 4 1l =
64><[O 1]_[222]'04‘)'3 1 64><[01 R | R
0 O l 3 _1 2 2 2 3 _1
4
2 _3 _5 3
64 x [1 0]—4 “l=6ax| * % =64x(025) =16 bulunur
o 1 |2 _3ff 2 3 e '
2 2 2 2
Bi; i By
Verilen matrisin tersi A= = |-+ -+--+- -+ | ile gosterilsin. Buradaki alt matrisleri bulalim.
B;1 i By
s 3 5/2 —-3/4
— _ -1 1| e s _ 1 - _ 110 -3
Bi1 = (A1 — ApA%A2) 70 = _92 51 T o25(9/2 -5/4 _[18 -5
2 2
3 -1 —-11 L8 4 4] [1/2 1/4 1/4
Byo = (A = AnAifA) " =|-1 3 —1| =—[4 8 4|=|[1/4 1/2 1/4
-1 -1 3 4 4 8l l1/4 174 172
11 1
1 0111 1 1 I[E : ZI [—1 1 1
= —A7d = — T y_J1—=1 -1 =
BlZ - A11A12B22 - 0 1] [2 2 2 i4 2 4J_ -2 -2 -2
111
4 4 2
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00 1 4 4 3 1
_ 1 |0 -3 3 1({[10 =3 B
Byr = A3 45:B1 = —|0 ¢ 0 _1][18 = il —5]:[_3 1]
1 -1 3 1 -3 1
0 0 - S
o 4 4 4
10 -3 . -1 -1 -1
18 =5 72 .72 72
bulunur. Béylece; A™' =[_3 1 1/2 1/4 1/4 |elde edilir.
-3 1 : 1/4 1/2 1/4J
-3 1 1/4 1/4 1/2
) 7 0 1
Ornek I.7A=|0 7 2| matrisinin
1 2 3

a) Ozdegerlerini, 6zvektorlerini (standartlastirilmis asil 6zvektdrlerini) ve standartlastirilmas
ozvektorlerini bulunuz?

b) |A| = ?:1 A, 1z(4) = 25-;1 A; esitliklerinin dogru oldugunu gosteriniz?

Céziim: a) Ozdegerler icin: |A — AI;3] = 0 polinomunun k&kleri bulunmalidir.

7—21 0 1
0 7—2 2
1 2 3—-1

(7-2DA?-101+16)=0 = 7—21=0 veyal’?—101+16=0=>1, =8, 1, =7 ve

A3z = 2 bulunur,

|A — AL3| = =(7-D[A2-101+17]1+0—-(7-2) =

Ozvektorler (standartlastirilmus asil dzvektorler) igin Algoritma 1.1 uygulanir.
Al = 8i(;in91 =7

-1 0 1
1 2 =5

i) Adj(A— A,13) = Adj(A —8l3) = Kof[A—8I3] , (A ve boylece A —8Il; simetrik

oldugundan)
1 2 1
Adj(A— N 15) = Adj(A —8I3) = [2 4 2] bulunur. Bu matrisin kolonlar1 orantilidir.
1 2 1
1/V6 2/N24 16| |1/4/6 1/4/6 1/V6 1/V6
i) [2/v/6 4/24 z/\/%zlzh/% 2/\6 2/\6 zglzlz/\/% bulunur.
1/V6 2/N24 16| |1/4/6 1/4/6 1/V6 1/V6

2,2 :7i§in22 =?

0 0 1
1 2
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oldugundan)
-4 2 0
Adj(A — A,15) = Adj(A—T713) = [ —1 0] bulunur. Bu matrisin kolonlar1 orantilidir.
0
—4/N20  2/N5 [ 2/«/‘ 0 ~2/5
iii) | 2/4/20 —1/\/— 0 1/\/— _1/\/— 0| =€2=] 145 |bulunur.
0/v/20  0/+/5 0 0

13:2i§in£3:

5 0 1
1 2 1
i) Adj(A — A,13) = Adj(A — 213) = Kof[A—2I3] , (A ve boylece A—2I; simetrik
oldugundan)
1 2 -5
Adj(A— A315) = Adj(A—2I3) =] 2 4  —10| bulunur. Bu matrisin kolonlar1
-5 —-10 25
orantilidir.

1//30  2/V/120 —5/750 1/¥30 1//30 —1/4/30
iii) 2/4/30  4/120 —10/@‘ ~ l 2/4/30  2/4/30 —2//30 =
—-5/4/30 —10/4/120 25/4/750 —5//30 —5/4/30 5/4/30
1/4/30 1/V6 /5 1/4/30
e3 =| 2/4/30 | bulunur. Bylece 6zvektorler matrisi P = [2//6 145 2/~+/30 | olur.
—5/4/30 1/V6 0 —5/4/30

Standartlastirilmis 6zvektorler matrisi ise:
1,155 -2,366 0,258

P=let eb% ei]=[Jher JAe: +JAses]=]2309 1,182 0,516 olarak

1,155 0,000 -1,291

bulunur.

b) |A| = ?:1 A; esitliginin dogrulugunu gosterelim.
7 0 1

|[Al=10 7 2|=7017)—-0(-2)+1(=7) =112 ve H?=1 A =8Xx7x2=112 olup,
1 2 3

esitlik dogrudur, yani |A| = [T}, 4; dir.
iz(A) = ¥¥_, 4 esitliginin dogrulugunu gésterelim.
iz(A) =Y} =7+7+3=17 ve ¥¥_ 4 =8+7+2=17 olup, iz(4) =X¥_

esitligi dogrudur.
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4 -1 2
-1 6 3| matrisi ve X =
2 3 9

formunun X vektoriine gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerini bulunuz?

X1
Ornek 1.8 A =

X3

Coziim: A simetrik bir matris oldugundan verilen karesel formun acik ifadesi;
f(X)= X'AX = 4x? + 6x3 4+ 9xZ — 2x;x, + 4x,X3 + 6X,x5  seklindedir.

birinci mertebeden tiirev;

[2/(X)]
x| 8x; — 2x, + 4x; 8 -2 4]
%(;‘—) _ |"’af_)(cx—)| - [—le +12x, + 633 = [—2 12 6 ] [xz = 24X
= |6f()2_()| 4x, + 6x, + 18x3 4 6 18llx;
6x3

bulunur. Ikinci mertebeden tiirev ise;

r02r(x) 9% (x)  92F(X)

ax? 0x,0x, 0x,0x3

8 -2 4
a?r(x) _|o*r(x) o*r(x) atr(®)| _ _
axax’ — |omox, ox2  omgoms| —42 162 168 = 2A olarak bulunur.

’f(x) 9:F(Xx) 9 F(X)

[0x30x; 0x30x; x5 |

X1
X2
X3

Ornek 1.9 X =

birinci ve ikinci mertebeden tirevlerini bulunuz?

X, X2 x1x,  X1X3

xz] [X1 X2 X3] =|x,x; x2  x,x3]|o0lup,
X3

Coziim: X X' =

X3X] X3Xp X2

f(X)=1z(XX') = x? + x3 + x2 dir. Buna gore birinci mertebeden tiirev;

[2/(X)]
Iaaxl I 2x1 X1
d];(XK) = _gg)| = [szl =2 [xz = 2X bulunur. Ikinci mertebeden tiirev ise;
2 2
[af(z)J 2% *a
6X3
[0%F(X)  9%f(X) 9%f(X)]
ox? 0x,0x, 0x,0x3 20 0
a?r(x) _[9%r(x) 9%f(x) ()| _ : o .
axdx'  |oxpox, “oxz  dmpoxs| 0 2 0] seklinde bir kosegen matristir.
) o | 00 2
_6x36x1 6x36x2 ax% i

14

Buna

xz] vektorii verilsin. f( X) = X'A X Kkaresel

gore

vektorii verilsin. f( X) = iz( X X") fonksiyonunun X vektdriine gére



Soru.1l A: p X p bir matris, (Aj € ), j=1,2,...,pikilisi A matrisinin 6zdeger-6zvektor gifti

olmak iizere |A| = 5;1 A, 1z(A) = Z?ﬂ/lj ve A1 = PATIP' = ?=1%gjg'j esitliklerinin

dogru oldugunu gosteriniz?

136 104 94 _
Soru.2 A=|[104 106 71| matrisinin 6zdegerlerini bulunuz ve |A| = ’};1 A, 1z(4) =
94 71 65

Z?=1 A; esitliklerinin dogru oldugunu gosteriniz?
Soru.3A = [g ;] matrisinin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini bulunuz?

Sorud X = [ Xl] degiskenleri i¢in 11 birim iizerinde yapilan 6l¢iimler asagidadir. Bu veriye ait
2

korelasyon matrisini (R) ve bu matrisin 6zdegerleri ile 6zvektorlerini bulunuz?
X;:50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
X,:61 61 59 71 80 76 90 106 98 100 114

4 -1 2 X1
Soru:5 A = [—1 6 3] matrisi ve X = xz] vektorii verilsin. U = X'A X olmak iizere
2 3 9 X3

f ( X ) = eU fonksiyonu igin;

a) X vektoriine gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerini bulunuz?

b) X vektoriine gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerin X = 0 noktasindaki degerlerini

bulunuz?
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BOLUM 11
COK DEGISKENLI VERILERIN DUZENLENMESi VE OZETLENMESI
I1.1 Cok Degiskenli Verilerin Diizenlenmesi

Cok degiskenli analizde degisken/rastgele degisken yerine degiskenler vektorii/rastgele
degiskenler vektori kullanilir. p-degisken sayisim ve X;, (j =1,2,..,p) j-nci degiskeni
gostermek lizere degiskenler vektori;

X1

X
X = :2 : p X 1 ile gosterilir. Kabul edelim ki n tane birim {izerinde bu degiskenler ayr1 ayr1

Xp

Ol¢iilmiis olsun. Bu durumda elde edilen ¢ok degiskenli verinin diizenlenmesi;

1) Gozlem vektorleri ile gosterilebilir. Bir gdézlem vektorii p-tane degiskene ait Olglim

sonuglarinin i-nci birim i¢in ifadesi olan X ;: p X 1 kolon vektoriidiir.
X, =%, i=12..,n (2.1)

i) Degisken vektorleri ile gosterilebilir. Bir degisken vektorii n-tane birime ait Slgliim

sonuglarinin j-nci degisken igin ifadesi olan X ;: 1 X n satir vektoridiir.

.1X

f 2 v Xm] J=12,..,p (2.2)

J

ii1) Veri matrisi ile gosterilebilir. Cok degiskenli veri icin en genel diizenleme bigimi veri
matrisi ile yapilan diizenlemedir. Bir veri matrisi n-tane gézlem vektorlerinin kolonlar seklinde

ya da p-tane degisken vektorlerinin satirlar seklinde diizenlenmesi ile elde edilen matristir.

X117 X2 o X [Kl]
X X - X X

=" 7 T =[x X, zn]=[—fJ (23)
Xp1 Xpz o Xpn pxn Xp

I1.2 Cok Degiskenli Verilerin Ozetlenmesi

Esitlik (2.3) ile verilen ve bir tek gruba ait olan ¢ok degiskenli veriyi n birimlik bir 6rnek olarak
diisiinebiliriz. Boyle bir ¢ok degiskenli verinin 6zetlenmesi tanimlayici istatistikler yardimiyla

yapilmaktadir. Simdi bu istatistikleri verelim:
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i) Ornek Ortalama Vektorii: Veri matrisinin kolonlar1 n birimlik bir 6rnegi gostereceginden,

burada 6rnek birimleri X4, X5, -+, X, olmak {izere bu 6rnek i¢in drnek ortalama vektorii;

o
X=|"2l=2ym x;ipx1, (X =230 X j=12..p) (2.4)
.
seklindedir. X istatistigi, kitle ortalama vektorii olan p=E ()_( ) parametresinin bir nokta tahmin
H1 [E(X1)]
edicisidir. Burada u = ﬂz ve E(X) = |E({(Z) olup,j = 1,2, ..., p i¢in p; = E(X;) dir.

by £ (x,)]

ii) Ornek Varyans-Kovaryans Matrisi: Cok degiskenli veriyi 6zetlemek icin kullanilacak
olan bir diger istatistik drnek varyans kovaryans matrisidir. Bu matris S ile gosterilir ve p X p

boyutludur. Hesaplamalarda Esitlik (2.5)’de verilen ifadelerden herhangi birisi kullanilabilir:
_ 1 yn b vy 1 n / vv|_ 1 ' vy
S=23 (X - X)X —X) == S, XX -nXX|=Z[xx'-nXX| (25

Eger 6rnek varyans kovaryans matrisi S = [sjx], (,k = 1,2, ..., p)ile gosterilirse, k = j iken
esas kosegen iizerindeki elemanlar degiskenlere ait varyanslari, k # j iken kosegen disindaki
elemanlar ise ikili degiskenler arasindaki kovaryanslar1 gosterir.
1 S\2 .
— (X —X;) , j=k=12,p

Sik = n-1 _ _ (26)
! — (X — X)Xk — X)), jEk=1,2,,p

n-1
olup, j =k i¢in sj;: X; degiskenine ait Ornek varyansini; j # k icin s X; ile X
degiskenlerinin 6rnek kovaryansidir. Ayrica sj; = si; oldugundan S bir simetrik matristir ve
sjj > 0 dir. Diger taraftan j =1,2,---,p icin 5; = E ise X; degiskenine ait 6rnek standart
sapmasidir.

e S Ornek varyans kovaryans matrisi, 6rnegin ¢ekildigi ¢cok degiskenli kitleye ait kitle

varyans kovaryans matrisi olan X parametresinin bir nokta tahmin edicisidir.

* Zpxp = [Ujk] = E[(X_E) (X_E) ]
e Varyans-kovaryans matrisleri simetrik matrislerdir. Bu sebeple 6zdegerleri reel say1 ve

ozvektorleri de birbirine diktir.
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e Varyans —kovaryans matrisleri pozitif tanimli matrislerdir. Bu sebeple 6zdegerleri i¢in
A > A > -+ > Ay = 0 siralamast her zaman vardir.
iii) Ornek Korelasyon Matrisi: Cok degiskenli bir veriyi 6zetleme de kullanabilecegimiz bir

diger istatistik 6rnek korelasyon matrisidir. Bu matris R ile gosterilir.

1, j=k=1,2,...,p

_1,41], jrk=1,2..,p%"

R = [77k] :pxp,(j,k=12, ,p). Buradar, = {e [

Tk = Tj = :]f—s"k esitligi ile hesaplanabilir.

e R ornek korelasyon matrisi, 6rnegin ¢ekildigi cok degiskenli kitleye ait kitle
korelasyon matrisi olan p = [pjk] : p X p parametresinin bir nokta tahmin edicisidir.

e Korelasyon matrisleri simetrik ve pozitif tanimlidir. Bu sebeple 6zdegerleri pozitif
reel say1 ve 6zvektorleri de birbirine diktir. Ayrica 6zdegerler Ay > A, > - > 1, =0

seklinde her zaman siralanabilir.
o KY2 =K06s[vS11, VSaz, - ,+/Spp| olmak iizere

R=(KY2)'s(K¥2)ve S =KY2RK'> 2.7)
bagintilar1 gegerlidir.

iv) Kareler ve Carpimlar Toplamm Matrisi: Cok degiskenli veriyi degerlendirirken
kullanilabilecek olan bir diger 6zetleme istatistigi kareler ve ¢arpimlar toplami matrisidir. Bu

istatistik W: p X p ile gosterilir ve
W=y - X)X —-X) = [T XX - nXX | (28)

esitligi ile hesaplanir. Esitlik (2.8) ile Esitlik (2.5) karsilagtirildiginda W = (n — 1)S iliskisi
verilebilir. Bu istatistik 6rnek varyans-kovaryans matrisinin bir fonksiyonu oldugundan

kovaryans matrislerinin sahip oldugu 6zelliklerin hepsini iizerinde tasir.

Soru: 1 X : 3 X 1 degiskenler vektorii i¢in yapilan 4 gozleme ait dl¢iimler asagidadir. Bu 4

birimlik 6rneklem i¢in X , S, R ve W istatistiklerini bulunuz?
X:3 3 4 2
X;;1 2 3 2
X;:4 5 3 4
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Soru:2 12 Bireye ait yas, agirlik, boy uzunlugu, gogiis cevresi ve bel ¢evresi degerleri asagidaki

gibi Ol¢iilmiistiir. Bu verileri kullanarak )Z , S, R ve W istatistiklerini hesaplaymniz?

Yas | Agirhk | Boy | Gogiis | Bel
20 50 169 87 72
22 70 170 91 82
22 64 176 87 73
21 56 176 84 68
20 72 171 92 82
24 65 178 86 73
23 73 173 93 78
27 76 176 93 77
28 82 179 | 104 92
25 65 168 82 75
19 75 175 94 76
19 65 178 86 73
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