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II1.2 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu Biliniyorken Parametrelerin Bulunmasi

X~N, (u , Z) dagilimi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu f (g) = Wexp {— % Q(g)}
biliniyor olsun, 6yle ki burada;

(3.10)

I=

0() = (x—p) 27 (x—p) = xSk - 205" 4 '
seklinde yazilabilir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonundan yararlanarak dagilimin parametreleri
bulunabilir.

i) £ Matrisinin Bulunmasa:

Esitlik (3.10)’nun sag tarafindaki birinci terim (x'X *x), x vektériiniin bilesenlerine gore ikinci
dereceden bir ifade olup ayni zamanda bir karesel formdur. Bu ifade de ikinci derece terimlerin
(bilesenlerin kareleri ve ikili ¢arpimlar1) katsayilar1 X~ 1simetrik matrisinin elemanlarindan
gelmektedir. Bu sebeple bu karesel formdan yararlanarak £~ matrisi bulunabilir. Séyle ki;
once soz konusu karesel formda yer alan x vektoriinlin bilesenlerinden kareli terimlerin
katsayilar1 esas kosegen lizerine yerlestirilir (x#’nin katsayis1 birinci eleman, x2 nin katsayisi
ikinci eleman, ... , x; nin katsayisi p-nci eleman olacak sekilde). Daha sonra karesel formda
yer alan x vektoriiniin bilesenlerinden ikili ¢arpim terimlerinin katsayilarinin yarisi alinir ve
esas kdsegene gore simetrik olacak sekilde ilgili yerlere yerlestirilir. ( Ornegin; x;x, teriminin
katsayisinin yaris1 matrisin birinci satir-ikinci siitun yerine diger yarisi da ikinci satir-birinci
slitun yerine, x; X3 teriminin katsayisinin yarisit matrisin birinci satir-tigiincii siitun yerine diger
yaris1 da tiglincli satir-birinci slitun yerine, x,X3 teriminin katsayisinin yarisi matrisin ikinci
satir-liclincli siitun yerine diger yarisi da {cilincii satir-ikinci siitun yerine v.s.yerlestirilir).
Boylece ™! matrisi bulunur. Bu matrisin tekrar tersi alindiginda £ matrisi elde edilir, yani

¥ = (27171 olacaktir.

i) p Vektoriiniin Bulunmas:: X~N ( u,o 2) dagilimi igin olasilik yogunluk fonksiyonu

[ l Y=au)

el er ¥
- ¥ T oD < A = oD
Jx)=1 g 27 ’ 1 )

() Jdiger verlerde

T 3. 141359...

e=2771828

o = populasyon standart sapmasi
p = populasyon ortalamasi
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u ile ilgili neler sdyleyebilirsiniz?
Normal dagilimda ortalama dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu maksimum yapan nokta

oldugu i¢in dagilimin ortalama vektorii:

i = ["”;—g‘—) - g] 3.11)

af(x)

esitligi ile bulunabilir. Esitlik (3.11)’e gore dagilimin ortalama vektorii o = 0 homojen

olmayan lineer denklem sisteminin ¢éziim vektorii demektir.

of (x 1) 0Q(x 1 9Q(x "

% =k (—5)%exp (_EQ(E)) =0 & % =0 olmasidir. Buna gore f(x)
fonksiyonunu maksimum yapan deger Q(g)karesel formunu da maksimum yapacagi i¢in

dagilimin ortalama vektorii Esitlik (3.11) yerine;

i = [ag—S‘J - g] (3.12)

esitligini kullanarak, yani = 0 homojen olmayan lineer denklem sisteminin ¢oziimii

2Q(x)
ox
olarak bulunur.

Ornek I11.6 X~N; (,u , Z) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu;

1 9 13
f(x) = kexp {—Exf — Ex% — 2x3 — 201X, — X1X3 — 3XpX3 — X1 — 4xy — Tx3 — ?} olsun.

Bu dagilimin moment iireten ve karakteristik fonksiyonunu bulunuz?
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Coziim: 6 X~N; (,u,Z) dagilimi i¢in moment iireten fonksiyon ve karakteristik fonksiyon

. ’ 1., _ L 1,
t € IR3 olmak iizere sirastyla; MK(E) = exp {g ptst Eg} ve (]5&(;) = exp {Lg p—st Eg}
formundadir. Bu fonksiyonlar1 bulabilmek i¢in 6nce dagilimin parametrelerinin bulunmasi

gereklidir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyon verildiginden parametreler bulunabilir.
) 5 . 1 1 . .
X~N; (E , Z) iken olasilik yogunluk fonksiyonu f (g) = G X {— 5 Q({)} oyleki

Q(g) = (g — E) 1 (g — E) seklinde olacagindan once verilen fonksiyonu bu forma

doniistiirelim.

1 9 13
f(x) = kexp {—§x12 — Ex% — 2x3 — 21X, — X1X3 — 3XpX5 — X1 — 4xy — Tx3 — 7}

= kexp {—%(xf + 9x2 + 4x3 + 4x,x, + 2X1X3 + 6X,%3 + 2x; + 8x, + 14x5 + 13)} oyle
Ki Q(x) = xZ + 9x% + 4x2 + 4x,%, + 2%, %3 + 6X3x3 + 21 + 8x, + 14x5 + 13 olur,
XY Matrisinin Bulunmasi: Q(g) karesel formunda ikinci derece terimlerin katsayilarindan

yukaridaki agiklama dikkate alinarak énce X~ matrisi bulunur.

1 2 1
y-1 = [2 9 3] > I=(H1l= = 1lAd](Z: 1)_“: 1|Kof(Z: D), (= lsimetrik
1 3 4
oldugundan) | 27| = 1(27) — 2(5) + 1(—3)=14 ve boylece;
L 27 -5 =3
Y=—|-5 3 —1|bulunur.
14
-3 -1 5
[22()]
| 0xq |
s0x) _|oo)| 2xq +4x, + 2x3 + 2

=0

= |4x; +18x, + 6x3 + 8

u Vektoriiniin Bulunmasi: n= [ag—ix—) = Q] = = =

0 %% | oy 4 6x, +8x; + 14
20(x)
l 0x3 J
:[4 18 6“ ‘ [ ]:22 x=h = p=x=-3b=
2 6 8 14 B
L 5 ty
p=-X— —5 3 —1 —8 = 0 elde edilir. Buna gore; t = [tz | olmak lizere;
B 14 ts
tu=1t [ ‘ =ty — 2t3;
27 -5 =3 )
t'it=[t1 t; tg]ﬁ[—s 3 —1] [ ] = ﬁ(27tf + 3t5 + 5t3 — 10t t, — 6t t; — 2t,t3)
-3 -1 51l

olur. Bu sonuglar moment iireten fonksiyon ile karakteristik fonksiyonda yerlerine yazilirsa;
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My(t) = exp {tl — 2t; + % [i (27t + 3t3 + 5t2 — 10t,t, — 6t,t5 — 2t2t3)]} ve

px(t) = exp {itl — 2it; — % [ﬁ (27t% + 3t2 + 5t3 — 10t t, — 6t,t5 — 2t2t3)]} olarak bulunur.

II1.3 Marjinal ve Sarth Dagilimlar

Tammm III.3 X :p X1 bir rastgele degiskenler vektorii olsun. X :k X1,k <p) ve
X4

X2

X,:(p —k) x 1olmakiizere X = ifadesine X rastgele vektdriiniin bir parcalanmasi denir.

Burada X ; ve X, de birer alt rastgele vektorlerdir. X rastgele vektoriiniin bir olasilik dagilimi
varsa X ; ve X , alt rastgele vektorlerinin de hem ayr1 ayr1 hem de birisinin iizerinde tanimlanan
belli kosullar altinda digerinin olasilik dagilimlari bulunabilir.

Eger X rastgele degiskenler vektori, ortalama vektorii p:p X 1 ve varyans kovaryans matrisi
X:p x p olan bir kitleyi temsil ediyorsa, bu durumda X rastgele vektoriiniin pargalanmasina

bagli olarak kitle parametreleri de parcalanabilir. Soyle ki;

U1
ﬂ=["" Su1=E(Xy):kx1veu,=E(X;): (p—k) x1iken
= g g

2:11 212
o1 i Xy
{ 21y = Cov(Xy) : kX k;Zgp = Cov(Xy) : (p— k) X (p — k)
olacaktir.
21 = Cov(X1, X ) ik X (p—k); 2oy = Cov(Xp, Xy ) =21, : (p—k) Xk

Tamm 1114 X~N, (E’Z) dagilimi verilsin. X rastgele degiskenler vektoriiniin bir

X1

par¢alanmasi X = 3 Xi:kx1ve X,:(p— k) x1olsun. Bu takdirde:

X

i) X, alt vektoriiniin marjinal dagilimi; X, ~Np (El ,211) olup, marjinal olasilik yogunluk
. 1 1 "l . .

fOﬂkSIyOﬂU, f&l(xl) = Wexp {— > (&1 — El) 2111 (El — El)} seklindedir.

i) X, alt vektdriiniin marjinal dagilimi; X ,~N,,_ (E 2, 222) olup, marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu, fy,(x) = (2n)(70-k)1/2|222|1/2 exp {— % (12 — EZ) o4 (12 - EZ)} seklindedir.
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i) X, = x, iken X alt vektoriiniin sartli dagilimi X ;~Nj, (E 1.2 ,211.2) olup, sarth olasilik
yogunluk fonksiyonu:

fgl(il/)_(z = £2) = mexP {_ % (£1 - E1.2), Iiia (&1 - EI.Z)} seklindedir.
Burada;

Uiz = E(X.1/X,=1x,)= K1+ 2o 225 (Kz - Ez) ; X2 = x, iken X ; alt vektoriintin sarth
(Kismi) ortalama vektorii

T2 =Cov(X1/X;=2x,) =211 — 21225725 ; X, =x, iken X, alt vektdriiniin sarth
(Kismi) varyans- kovaryans matrisi

Ry, = (Kl/z)_lle_z (Kl/z)_1 : X, = x, iken X jalt vektoriiniin sarth (Kismi) korelasyon
matrisidir. Kismi korelasyon matrisinde yer alan(K Y 2) matrisi, kosegen elemanlar1 X4 , sarth
varyans kovaryans matrisinin esas kdsegen elemanlarinin karekodklerinden yani sarthi standart
sapmalardan olusan bir kosegen matristir. K'/? = K6$[m ] ,j=1,2,...,k olarak
yazilabilir.

Iv) X1 = x iken X, alt vektoriiniin sarth dagilimi X ,~Ny,_ (E 21 222.1) olup, sarth olasilik

yogunluk fonksiyonu:

fgz(ﬁz/)_(l = £1) = (Zn)(p_k)/lzl):zz_lp/z exp {_%(Kz - ﬁ2.1), Z:2_21.1 (Kz - ﬁ2.1)}
seklindedir. Burada;

o1 = E(X2/X1=x1)= Ko+ Xz ATy (£1 - ﬁ1> ; X1 = x4 iken X, alt vektoriiniin sartli
(Kismf1) ortalama vektorii

Ty21 =Cov(X2/X1=2x1) =23, — %31 211815 ; X1 =x, iken X, alt vektoriiniin sarth

(Kismfi) varyans- kovaryans matrisi

-1 -1

1 1
Ry, 1 = (KE) o1 (KE) : X, =x4 iken X, alt vektoriiniin sartli (Kismi) korelasyon
1
matrisidir. Kismi korelasyon matrisinde yer alan(K 5) matrisi, kdsegen elemanlar1 X,, ; sarth
varyans kovaryans matrisinin esas kosegen elemanlarinin karekoklerinden yani sarthi standart
1
sapmalardan olusan bir kosegen matristir. Kz = Kés[‘/ajj_z ] J=k+1),(k+2),..,p

olarak yazilabilir.

1 27 -5 -3
Ornek 117 X~N, (# , z) dagilim icin p = [ 0 ] vey=— [—5 3 —1] olsun.
B -2 -3 -1 5
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X1

; X ..
X = 3 X, = [Xl] ve X, = [X3] pargalanmasi i¢in ;
2

X,
a) X ; ve X, alt vektorlerinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini bulunuz?

b) X, =[—1] iken X, alt vektoriiniin sartli olasilik yogunluk fonksiyonunu ve kismi
korelasyon matrisini bulunuz?

Coziim:

a) Once verilen parcalanmaya gére dagilimin parametrelerini de parcalara ayiralim.

:[ ] eﬁzz[—z]

211 : 1 _ _
z_[ ...]9211_ Gy S

=1_ 12 = | _ ]; Yy = Xi, ve Xy, = [5/14]
5.t %, 5/14 3/14 1/14

X, alt vektoruniin marjinal dagilimi Xy ~Np (i 1, 214 ) olup, marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu; le(gl) = mexp {— % (gl — El) oIt (51 — ﬁl)} esitliginden

3/14 5/14 _1[3 5]
5 27

- _ _ o1 _
bulunabilir. Burada k=2, |Z,,|=4/14; £} =@nls/14 2714 T3

w15
(£1 —E1) I (El —E1) =[x, -1 xz]i g 257] [xlx: 1]=Z(x1 - 1%+ zxg +

1—0 (xq — 1)x, dir. Bu sonuglar fonksiyonda yerlerine yazilirsa:

272

fx 1("1) P 4/1 P{—%E (0 =D +=x5 + —(x1 - 1)x2]} bulunur.

X, alt vektoriiniin marjinal dagilimi X,~N(u, ,X,, ) olup, marjinal olasilik yogunluk

. ) 1 1 " qens
fonksiyonu;  fy, (gz) = G PRz ¢ {— 5(§2 — EZ) e (gz — EZ)} esitliginden
bulunabilir. Burada p—k=1, |2,,|=5/14; £,, ' = (5/14)"! = 14/5 ve
(&2 - Ez) = X3 + 2 Oldugundan (&2 - Ez) 22_21 (EZ - Ez) = %(.’Xé + 2)2 E|de edlllr Bu
sonuglar formiilde yerlerine yazilirsa;

X3 +2

fgz(iz)zﬁex{ [ (x3+2) ]} \/_\/W xp{ 1(\/T

2
) } olarak bulunur.
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b) X, = [—1] iken X ; alt vektortiniin sartlt X ;~N, (115, Z11.,) olup, sarth olasilik yogunluk

fonksiyonu f§1(£1/K2 = Ez) = mexp {_%( 1112) Iiia (51 - ELZ)}

esitliginden bulunur. Burada k=2; x, = —1

_ 1 —-3/14 2/5
51.2:E1+E122221(£2—E2):[0]+[_1/14](14/5)( 1-(- 2)) [ 1/5
[ 27 5 3
_ 14 14 T 14| r14 3 1 119 =2
Ti112 =211 — 212 85785 = 145 314 - 114 (?) T 12 1a ZE[_Z 1]
14 14 14

RO R CIHE B HORER e

2
(El_ﬁm), itz (&1‘&1.2) = [X1—§ X3 +%] B ]I i
5

= (x; —2/5)% +9(xz + 1/5)* + 4(x; — 2/5) (x5 + 1/5)
olup, bu sonuglar fonksiyonda yerlerine yazilirsa;

fi, (21/ (X2 = =1)) = srzexp (=3[0 = 2/5)2 + 90, + 1/5) + 41 — 2/5)(x2 + 1/5)]]

elde edilir.

Son olarak X ,=[—1] iken X ; alt vektoriiniin kismi korelasyon matrisini bulalim.

Ripz = (KY2) '5y,,(KY2) 7 2112_1[92 _12],K1/2=K6§[%,\/i§]olup,
3 -2
ot s 3 A o
11.2 — 51—2 1 -2 1 -
0 V5 0 V5l | ®#lo V5l |3

bulunur.
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