T.C.
ONDOKUZ MAYIS UNIVERSITESI

FEN EDEBIYAT FAKULTESI
iISTATISTIK BOLUMU

COK DEGISKENLI iISTATISTiK | DERSI

DOC. DR. YUKSEL ONER

5. Hafta

Greriilore direereridte
17

yoner@omu.edu.tr www.omu.edu.

41



1
Ornek I11.8 X~N, (,u , Z) dagilimi i¢in p = [ 0 ] vey =—

[27 -5 =3
14
-2

-5 3 —1] olsun.
-3 -1 5
X1

. X ..
)X = 3 X, = [Xl] ve X, = [X,] pargalanmasi i¢in
3

X2

a) X ; alt vektoriiniin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz?
b) X, = [_1 1] iken X , alt vektoriiniin sartli olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz?

c) X, = [1] iken X, alt vektoriniin kismi korelasyon matrisini bulunuz?
Yy, =X,+X,—X3, Y =X, —X;veY; = X; + 2X, olmak {izere

a) Y; dogrusal bagintisinin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz?
b)P3<Y, <4)=?

Y
v,
Y;

)Y = iken Y = HX doniisiim rastgele vektoriiniin dagilimini bulunuz?

d) Y; ileY; {in bagimsiz olup olmadigini gosteriniz?

Coziim:

i-a) Verilen parcalanmaya gore dagilimin parametrelerini de pargalayalim.

[ag!
T e[

# =

=7 ks -2
Y11 i X 27/14 -3/14] —5/147]. /

= o |33, = 3714 s5/14 [[I2 = _1/14], I, = Xi, ve Zyy = [3/14]
a1 i X2

X, alt vektoruniin marjinal dagilimi X y~Np (i 1, 214 ) olup, marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu; le(z 1) = mexp {— % (51 — El) it (gl — El)} esitliginden

5/14 3/14 _1[5 3]
27

bulunabilir. Burada k=2, |2,,|=9/14; 2511:?114) [3/14 27714 =513

( B )_[xl—l ]_[xl—l N
217R) T |y — (-2)] T s +2
P 5 371[x —1
(&1‘&1) E111(£1—E1)=[X1—1 x3+2]% 3 27][x;+2]=§(x1—1)2+%(x3+2)2+

g(xl — 1)(x3 + 2) dir. Bu sonuglar fonksiyonda yerlerine yazilirsa:

fi (x1) = mexp {—%[g (= D+ 2 (a3 + 2 + 5 (e — Dy + z)]} bulunur.
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b) X, = [_11] iken X, alt vektoriiniin sartl Xo~N(l21,2221) olup, sartli olasilik yogunluk

fonksiyonu f&z(ﬁZ/Kl = 51) = (Zn)(p—k)/lzmzzllll/z exp {— % (&2 - Ez.l) 2231 (&2 - E2.1)}

esitliginden bulunur. Buradap —k =1;x, = [_11]

21 = 2+ B B (2~ pta) = 0]+ [~ ‘ﬁ]i[g 237] [—11—_(£2) -

-2 -afY--:

I=

O | =

5

- 3 5 171 T 14 3 113 1
Yoy =20y —2oq LiAX :__[__ - [ ] — —ox===
22.1 22 21 ~11 “~12 14 14 9l3 271]_ 1 14 9 14 9

14

122241 =§ ve ¥33,=9 ; ({z - Ez-l) = [xz - (— é)] = [xz +§] olup, bu sonuglar

fonksiyonda yerlerine yazilirsa;

i, (xz/Xl—[_ll])=ﬁ%()exp{ o (e +3) )

elde edilir.

¢) X, = [1] iken X ; alt vektoriiniin kismi korelasyon matrisi; Ry;, = (Kl/z)_lZn_z (Kl/z)_l
27

_ 14 5/14
112 =211 — 212 2221221 = 14

1/14 [-5/14 —1/14]

i[27 —3]_ [25 5] 1 56 —14 [4 —]

14X3 14X3

KY? = Kos [\/Z—E,V—E]olup,

2 -1
e |2 ol S o|_[E =|[E o]_j 1 -o5
112 = 5[—1 1] I ~[-05 1
0 V3 o v3I |5 #|lo V3 ’
bulunur.

ii-a) Y; = X; + X, — X3 dogrusal bagintis1 i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu g(y;)=?
Once Y; = X; + X, — X3 dogrusal bagmtisinin dagilimini olusturalim.
X1

Xz
X3

Y, =X, +X,—X;=[1 1 —1]|Xz|= HX seklinde yazilabilir. X~N, (E ,z) oldugundan

Sonug III.2 geregince normal degiskenlerin dogrusal fonksiyonlar1 da normal dagilima sahip

olacagindan Y;~N (yyl =Hu, Iy, =H ZH’) olur.
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1
Buradapy, = Hu=1[1 1 —1][0]=3ve

-2
) 27 =5 =3]J1 . 1 a3
Yy =HIH'=[1 1 _1]E -5 3 -1||1 =a[25 -1 -9]|1 :ﬁOIUp’
-3 -1 511-1 -1
boylece Y;~N (Hyl =3, Zy, =33/ 14) ve olasilik yogunluk fonksiyonu;
_ 1 _1 y1—3
Yi—p
b) Y;~N (u =3, Iy, = 33/14) iken Z ——Y1~N(O , 1) oldugu dikkate alindiginda,
- 1 \/Z—yl
3-3 4-3
P(3 < Yl < 4) =P (\/TW <Z< m) = P(O <Z< 0,65) = 0,2422 bulunur.
Y; X1 +X, — X3 1 1 -111X 1 1 -1
oY=|Y|=]1 X;—X;5 |=|1 0 —1||Xz|ikenY=HXolup,H=(1 0 -—1]dir.
Y3 X1+ 2X, 1 2 011X 1 2 0

Teorem II1.3 geregince normal dagilima sahip rastgele vektorlerin her tiirlii dogrusal bagintilar
da yine normal dagilima sahip olacagindan; Y = HX~N3 (y y=Hp, Zy =H ZH') yazilabilir.
Bu dagilim i¢in ortalama vektor,
-1][ 1 3
=110 | =13

01l-2 1

ve varyans kovaryans matrisi;

1 1 -1 27—5—3111125—1—9111
SN N R T
1 2 0 -3 -1 51l-1 -1 0O 17 1 -5 -1 0
33 34 23
—|34 38 22]
23 22 19

L 33 34 23
olarak bulunur. O halde Y = HX~N3 | uy = (3| , Zy = |34 38 22| |yazilr.
23 22 19

dY; =X, + X, — Xz ileY; = X; + 2X, iin bagimsiz olup olmadigi iki yolla gosterilebilir.

1.Yol: “U~N(uy, of) ve V~N(uy , o) iken U ve V rastgele degiskenlerinin bagimsiz olmasi

icin gerek ve yeter sart oy = C ov(U ,V) = 0 olmasidir.”

Bu bilgiden yararlanabilmek i¢in 6nce Y; ile Y3 dogrusal bagintilarinin dagilimlarini bulmaliyiz.
(b) sikkinda Y;~N(3, g) oldugu bulundu. Benzer sekilde Y; = X; + 2X, dogrusal bagintisi

icinde Y;~N (1, 19/14) bulunur. Simdi de Cov(Y;, Y3) bulalim.
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Cov(Y,,Ys) = E(Y;Y3) — E(Y1)E(Y3)
= E[(X; + X; — X3)(X; + 2X5)] — E(Xq + X, — X3)E(X; + 2X5)
= E(X{ + 3X:1X, + 2X5 — X1 X3 — 2X,X3) — [E(Xy) + E(Xy) — E(X3)1[E(Xy) + 2E(X,)]

= [E(X]) + 3E(X1X,) + 2E(X3) — E(X1X3) — 2E(X,X3)] — [E(X)]* = 3E(X)E(X,) —
2[E(X2)]* + E(X,)E(X3) 4+ 2E(X)E(X3)

={EXD) — [EXD]?} + 3[E(X1X2) — EXDEX)] + 2{E(X2) — [E(X2)]?} — [E(X1 X3) —

E(X1)E(X3)] — 2[E(X2X3) — E(X2)E(X3)]

oldugundan Y; ile Y; bagimsiz degildir.

Y 3 ([33 34 23
ILYol: Y = V2| ~N3| uy =|3]| , Ty =;|34 38 22| ] oldugu (c) sikkindan biliniyor.
Ys - 1 23 22 19

Eger bir rastgele vektor cok degiskenli normal dagilima sahipse, o zaman bu vektoriin her bir
bileseni tek degiskenli normal dagilima sahiptir. Oyle ki tek degiskenli normal dagilimlara
iliskin parametreler ¢ok degiskenli normal dagilimin parametrelerinden bulunabilir. Ancak;
bunun tersi her zaman dogru degildir. Yani tek degiskenli normal dagilima sahip rastgele
degiskenlerin olusturacagi ¢ok degiskenli bir sistem cok degiskenli normal dagilima sahip

olmak zorunda degildir.

Bu agiklamaya gore verilen bilgi dikkate alindiginda Y;~N(3,33/14) veY;~N(1,19/14)

oldugu séylenir. Ayrica Cov (Y;,Y;) = 2 # 0 oldugundan Y; ile Y3 bagimsiz degildir.

I11.4 Coklu Korelasyon

X1

X : p X 1 bir rastgele degiskenler vektorii i¢in E(K) = pve Cov(g) =X olsun. X = 3

X,
X:=[x].(j=12..,p) ve Xo=[X1 Xo o Xjo1 Xjp1 o Xpi1Xx(p—1)

parcalanmasi verilsin. Bu parcalanmaya gore parametrelerin par¢alanmasi

H1
K= [#‘ S py=wlveps=m 2 o o1 Wiy o i Ix (-1
2

Z11 . 2:12
E=["' ] = 211=[o-].j],z‘,lZ:Cov()_(l,Kz):[O'jk]:1X(p—1),j¢k=1,...,p
2:21 Z22
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S51=Cov(X,, X ) =31, (0—1) X 1ve Xy = Cov(X,) =low]: (p—1)x (p—1) ,burada

Lk#jve i,k=1,2,..,p seklinde olacaktir. Ayrica X; degiskeni ile X, alt vektoriindeki
degiskenlerin lineer bagimli oldugunu kabul edelim. Bu lineer bagintiyi f: (p—1) x 1

katsayilar vektorii olmak iizere;

Xj=X,B+¢

seklinde bir goklu lineer regresyon modeli ile ifade edelim. Buna goreX; degiskeni ile X" ﬁ
lineer bagintis1 arasindaki en bilylik korelasyona ¢oklu korelasyon denir ve p X;x5 B ile

gosterilir. S6z konusu bu ¢oklu korelasyon:

- /2
_ (2122221221)1 .
Pryxhp = = 12.,p (313)
esitligi ile hesaplanir. Ayrica p)z( X B ifadesine de Coklu Belirtme katsayisi denir. Burada
22l
0< » < 1liken0<p? , <1dir.
'OXJ"K 2B pXj'X 2B
X1

Ornek I11.9 X : p x 1 bir rastgele degiskenler vektorii igin C ov()_( ) =X olsun. X = 3

X2

X1 =1[X1] ve )_(é=[X2 Xp]:lx(p—l) parcalanmasi verilsin. X, alt ratgele
vektoriiniin  marjinal varyanst ile X, =a iken X, alt vektoriiniin sarth varyansini

karsilagtiriniz?

2:11 Z"12
Coziim: Verilen pargalanmaya gore X = [ ‘ 3 Xy = [o11], 212 = [o9] 1 1 %
Z"21 2:22
w—1),k=2,3,..,p ;2,1 =21, Ve Xy =[oul: @—1)Xx(p—-1) , burada i,k # 1 ve
i,k =2,3, ..., p seklinde yazilabilir. Bu pargalanmaya gore;

X 1 alt ratgele vektoriiniin marjinal varyansi £,; = g;; > 0 dur.

X, = a iken X ; alt vektoriiniin sarth varyanst;
112 = 211 — Z12 2:2_21221 =011 — L12 22‘21221 (3.14)

dir. Simdi X;degiskeni ile X', 8 lineer bagintis1 arasindaki ¢oklu korelasyon dikkate alinirsa;
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_ 1/2
D R (212237%21)
X1.X2B8 —

o esitliginden (21222_21221)1/2 = 01Px, x', g Ve her iki tarafin

karesi almarak X1,%54 %51 = 0'11,0; X, B esitligi elde edilir. Bu sonug Esitlik (3.14) de
22 P

yerine yazilirsa:

1

Y112 =011 — anp;X, 8 =011 <1 - p?{-x' ﬁ) elde edilir. Burada 0<p® .
ja2P jA2 P

2 <
j'K zﬁ

oldugundan X;; > %, , sonucu elde edilir.

1 21 X1
Ornek IT1.10 X : 3 X 1 bir rastgele degiskenler vektorii igin X = [2 6 3] olsun.X=|..] 3
1 3 4 X2

X o
Xi=[X1]veX, = [Xﬂ pargalanmasi verilsin.

a) X; degiskeni ile Y = X, B = X, + B,X; dogrusal bagntis1 arasindaki ¢oklu korelasyonu

bulunuz?

b) X, = x, iken X ; vektoriiniin sartl1 varyansinin marjinal varyansindan daha kii¢iik oldugunu

gosteriniz?

c) X; = X, B + € regresyon modeli i¢in dogrusal bagintida yer alan agiklayici degiskenlerin

(X, ve X3) bagimi degiskeni (X;) hangi oranda ag¢ikladigini bulunuz?

Coziim: a) Once verilen pargalanmaya bagi olarak ¥ matrisini alt matrislere ayiralim. Verilen

Kl X 2:11 z:12
53X, =[X] ve X, = [XZ] oldugundan, T =1+ - | 3
3 z:21 2:22

parcalanma X =

X
3 3 2 16 31 .. o

L =[1],2,=[2 1],Z,; = [1] ve X, = [3 4] seklinde pargalanir. Bu durumda X; degiskeni

ileY =X’ B = B1X, + B, X5 dogrusal bagintisi arasindaki ¢oklu korelasyon Esitlik (3.13)’de

j = 1igin;

1/2

- (212277 221)
poXzﬁ o

esitliginden hesaplanir. 2;,251%,; = [2 1]%[_43 _3] 2] =

01
1 2 2 .. . . _ _

= [5 0] [1] =;Vveo = V1 = 1 sonuglari formiilde yerlerine yazilirsa: Px,xhp =7 = 0,82
bulunur.

b) X, = x, iken X, vektoriiniin sartli varyanst; £,1, = 217 — Z15 25325, = 1 —% = %ve

X 1 vektoriinlin marjinal varyansi : £; = 011 = 1 oldugundan X, , < ¥;; oldugu goriilmektedir.
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¢) X; = X', B + € regresyon modeli i¢in dogrusal bagintida yer alan agiklayici degiskenlerin
(X, ve X3) bagimi degiskeni (X;) aciklama orani ¢oklu belirtme katsayisi ile dlgiiliir. Coklu

belirtme katsayist p)z( X8 = (0,82)% = 0,6724 olarak bulunur.
je2 P

SORULAR

1. X~N, (,u , Z) dagilimi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu;

2 5.2
f(x) = kexp {—xl +3x2 — S x5 + 4%y + 22, + 10} olsun.
a) Dagilimin parametrelerini bulunuz?

Xy

b) X = 5 X; =[X;] ve X, = [X,] parcalanmas: verilsin.

X
1) X, ve X, alt vektorlerinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini bulunuz?

i) X, =2 iken X, alt vektoriiniin sarth dagilimina ait olasilik yogunluk fonksiyonlarini
bulunuz?

c) Verilen dagilimin moment iireten ve karakteristik fonksiyonlarini bulunuz?
Y,
d VY, = X, —2X,veY, =2X; + 3X, olmak iizere Y = [Yl] rastgele vektorii tanimlansin.
2

i) Y; ve'Y, rastgele degiskenlerinin olasilik dagilimlarini olusturunuz?

i) Y rastgele vektoriiniin olasilik dagilimini olusturunuz?

iii) Y rastgele vektoriiniin olasilik dagilimina ait moment iireten ve karakteristik fonksiyonlari
bulunuz?

iv) P(—10 < Y; < —7) olma olasiligini hesaplayiniz?

1
SORU: X~N,(1,%) ve f(x)= kexp{—EQ(g)} . Q(x) = 2x% — 6x,x, + 5x% — 8x —
4‘x2 - 20
Y; = X, + X, ve Y, = 2X; — X,olmak iizere Y = [?] icin My (t) =?
; Y
COZUM: i. Verilen dagilimin parametreleri yog. fonk.dan faydalanarak bulunur. (u =?,% =
?)

ii.X=[2]~? Z=H§=B 1] X1

~? ?2 ?
: Xz] IN,(2,7)

i) My(t) = exp {g’ﬁ + %g’zg}:?
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