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111.5 Alt Vektorlerin Bagimsizhig

Tanmmm IILS X : p X 1 rastgele degiskenler vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu f (g)
_Xl_

X2

olsun. X = 3k=1,2,..,gicin X : px X 1parcalamasi verilsin. Burada ij:lpk =p

X g
dir. k =1,2,..., g i¢in X alt vektoriiniin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunu fx, (gk) ile
gosterelim. Eger f(x) = fx, (x1)- fx, (x2) - fx, () Oluyorsa, o zaman X1, X,,...,X 4 alt
vektorlerine karsilikli bagimsizdir denir.

Bu tanimin tersi de her zaman dogrudur. Yani alt vektorler bagimsiz ise f (g) =
fx, (gl). fx, (52) f)_(g (gg) esitligi de saglanir. Ancak; bir alt vektoriin kendi icerisinde yer

alan degiskenler birbirleri ile bagimsiz olmak zorunda degildir.

Teorem I11.4  X~N, (E , E) dagilimi i¢in X vektoriiniin bir par¢alanmast Tanim II1.5°deki

gibi verilsin. Bu pargalanmaya gore k =1,2,...,g i¢in X ~Np, (,le ) Bk ) dir ve ayrica
X1,X3, ..., X 4 alt vektorlerinin karsilikli bagimsiz olmas icin gerek ve yeter sart X, = [0],

(k#1=1.2..,9g)olmasidir.

5 100
Ornek IIL11 X~N, (u,z) daglhmligin,u=[4] ve2=[0 1 1/ olsun.
B B K 0 1 4

X1

X
a) X = 3 X;=[X1]veX,= [Xi] parcalanmasi verilsin. X, ve X, alt vektorlerinin

X

bagimsiz olup olmadigini gosteriniz?

X
b) X =

X
5 X, = [X;] ve X, = [X3] parcalanmasi verilsin. X; ve X, alt vektorlerinin

X
bagimsiz olup olmadigini gosteriniz?

) X
Coziim: a) Once X; = [X;] ve X, = [XZ] alt vektorlerinin marjinal dagilimlarini olusturalim.
3

Verilen pargalanmaya gore dagilimin parametreleri de parcalanacak olursa;
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L1 P Ip

3 py=I[5]veu,= [g], = [ R ] 3 Iy =[1],22=[0 0]2y = [8]

K1
Y1 i Ep

H2

11 .
Ve Xy, = [ 1 4] seklinde parcgalanir.

Cok degiskenli normal dagilima sahip bir sistemden tiiretilecek olan tiim alt sistemlerde yine
normal dagilima (tek degiskenli veya ¢ok degiskenli) sahip olacagindan, X;~N(5,1) ve
X,~N, ([g] , [1 ﬂ) olacaktir. Teo. II1.4 geregince £, =[0 0] oldugundan X ; ve X, alt

vektorleri bagimsizdir.
b) Once X, = [ Xl] ve X, = [X3] alt vektorlerinin marjinal dagilimlarini olusturalim. Verilen

parcalanmaya gore dagilimin parametreleri de pargalanacak olursa;
H1
E =

2:11 12
R R ) L B

[0 1]veZ,, = [4] seklinde pargalanir.

Cok degiskenli normal dagilima sahip bir sistemden tiiretilecek olan tiim alt sistemlerde yine

normal dagilima (tek degiskenli veya ¢ok degiskenli) sahip olacagindan, X ;~N, ([i] , [(1) (1) )

ve X,~N(3, 4) olacaktir. Teo. II.4 geregince £,, = [0 1] # [0] oldugundan X, ve X, alt

vektorleri bagimsiz degildir.

SORULAR

X1
1. X=

X ipx1 3 Xq:py X1veX,:p, X1 parcalanmasi verilsin ve p; + p, = p olsun.

X2

Buna gore;

i) X, ve X, alt vektorleri karsilikli bagimsiz olmasi ig¢in gerek ve yeter sart ya

fx, (&/()_(2 = Ez)) = fx, (El) veya fy, (&2/()_(1 = £1)) = fx, (Kz) olmasidir.
i) X, ve X, alt vektorleri karsilikli bagimsiz ise L1, , = 211 Ve Xy, = Xy, dir.

i) X4 ve X, alt vektorleri karsilikli bagimsiz ise Ry1, = Ry; V& Ry = Ry, dir

X1
2. X =

X px1 3 X, = [Xj] ve X,:(p—1) X1 pargalanmasi verilsin. X; ve X, alt

X2

vektorleri karsilikli bagimsiz ise pXj,X’z g = 0 oldugunu gosteriniz?
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i) fr, (51/()_(2 _ Ez)) _ f;((i)z) _ J;(;:éz)) _ f&(fi){éz)(&z) _ f&(&)

fx, (51/()_(2 = EZ)) = fx,(x1) . l;()iléz)) = fr, (1) flruxe) = fir, (1) fr, (2)
oldugundan X ; ve X, alt vektorleri karsilikli bagimsizdir.

i) X, veX, alt vektorleri karsilikli bagimsiz olsun. Bu takdirde ,%;, = [0] dur.

Ti12 = Zi1 = Z12Zap a1 = By — [0]25,71[0] = Zy;0lur.

i) Rypp = (Kl/z)_l 211.2(1{1/2)_1 = (K1/2)—1211(K1/2)—1 = Ryy

_ (212222_1221)1/2

2.p X Xhp =T . X1 ve X, alt vektorleri karsilikli bagimsiz olsun. Bu takdirde
=22 j
- C1pan1/2
_ _ (2 'z,)1/2 _ ([0]zz, 1[0])1 _ Vo _
X, = [0] dir. pXj,K’zﬁ = p = 5 = P = 0 dur.

I11.6 Parametre Tahmini

X~N, (E , Z) dagilimi verilsin. Bu dagilimin parametreleri olan p ve X’y1 tahmin etmek i¢in en

¢ok olabilirlik yontemi kullanilir. Bu yontemde amag; bu dagilimdan rastgele ¢ekilen n birimlik
bir drnekleme ait olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapacak olan parametre degerlerini
bulmaktir. Bu amagla verilen dagilimdan rastgele c¢ekilen n birimlik bir 6rneklem;
X = [)_(1 X, . Kn] olsun. Bu durumda i = 1,2, ...,n igin X ;~N, (,u,Z) olup, ayrica

ornek birimleri yani X ;’ler birbirinden bagimsizdir. Buna gore orneklemin olabilirlik

fonksiyonu;

L (20,22 o 205 1) = f 0,20, o 20) = Ty i, (2)

- e (- -) 2 i)

= @y 2 exp (=12, (xi - ) 37 (2 — )} (3.5)
olur. Bu fonksiyon siirekli ve logaritma fonksiyonu da artan bir fonksiyon oldugundan bu
fonksiyonu maksimum yapan degerler ayn1 zamanda logaritmasini da maksimum yapacagindan
logaritmik olabilirlik fonksiyonu olusturulur. Esitlik (3.15)’de her iki tarafin In’i alindiginda

logaritmik olabilirlik fonksiyonu;
nL = =2 in(2m) ~ 32 =330 (xi - ) 27 (20— ) (3.16)

bulunur.
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1 parametresinin en cok olabilirlik tahmin edicisi: Esitlik (3.16)’nin her iki tarafinin p

parametresine gore tlirevini alip sifira esitleyerek ¢oziimleme yapalim.

~

B;ZL]E:E:_E n 22‘, (zi_ﬁ)(—1)=9 X (Z 11X —nu)=9:>Heriki
=%

tarafi soldan & matrisi ile carpalim.
ZZ (Zl 1X. —n‘Ll) ig:g Zl 1X —nﬁ:g E: Zl 1xl—ze|de6di|ir.

e Kitle ortalama vektoriiniin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi 6rnek ortalama vektoriidiir.

¥ parametresinin en cok olabilirlik tahmin edicisi: Esitlik (3.16)’nin her iki tarafinin X

parametresine gore tlirevini alip sifira esitleyerek ¢oziimleme yapalim.

dlnL a_ 1 X, TH)\X,TH . ..
6_2]E= = —22 1 —3 ?:1(—1)% (sonu¢ matris olmasi i¢in pay

) | =)

=X

kisminda transpoz yer degistirir)

7

M ien = =25 4250, 57 (5, -2) (x, - 2) £ = (o)

0z

™M It
It)

Il
™M)

Her iki tarafi 2 ile ¢arpalim ve fi = X yazalim.

_nf_l + 2_1 [Z?zl(&. -X )(x: — X )’] 2_1 = [0], Her iki tarafi hem soldan hem de

sagdan ¥ matrisi ile carpalim.

nEE E+EE [Ty -X)(xi-X) ] £=2[0]8 >
S+ S (i~ X )i —F) =101 = $=230, (x -%)(x,~X ) =5, elde
edilir.

e Kitle varyans kovaryans matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi S,, 6rnek varyans

kovaryans matrisidir.

v' u parametresinin bir nokta tahmin edicisi f :X (6rnek ortalama vektorii) olup,

E (X ) = u dir. Yani yansizlik 6zelligini saglar (gosteriniz?).
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v/ % parametresinin bir nokta tahmin edicisi £ = S,, (6rnek varyans kovaryans matrisi)
olup, E(S,,) # Z dir. Yani S,, tahmin edicisi £ parametresi i¢in bir yanli tahmin edicidir
(Gosteriniz? Ayrica X parametresi i¢in bir yansiz tahmin edici bulanabilir mi arastiriniz?

Eger bulunabilirse bu yansiz tahmin ediciyi belirtiniz?)

011 O12
/Z=[ ]...ln >DN=In(oy,0,, — G45054)....
o o2 I (ZD=In(1102 — 012021)
%22 _ %21
oln (IZ]) _ | |Z] 1Z] | _v—-1
Y o = |_ez  on [FEOW
|| [Z]

111.6.1 Ornek Ortalama Vektoriiniin Dagilhim

X~N, (E , Z) dagilimindan rastgele ¢ekilen n birimlik bir 6rneklem X ;, X ,, .. ,X,vebu

. I . e o 1
orneklemin 6rnek ortalama istatistigi X = - X olsun.

H=|> 2 .. “|iixnveX=[X,; X, .. Xpu]:pxnolmakizereY=XH:px1

doniisiimiinii tanimlayalim.

[-]
71
=]

Y=XH=[X, X, Xo]|n|==(X1+ X4+ Xn) =X dir. i=12,..,n icin

R 3R 3R

X i~N, (E , Z) dagilimli ve bagimsiz olup, Y = XH = X Grnek ortalamasi X ;’lerin bir dogrusal

fonksiyonu oldugundan Y = XH = X~Np (E (Z) , COV(Z)) olacaktir. Burada

- -
n n
1 1
E(Y)=EXH)=EX)H=E[X, X, .. X Inl=[EX.) EX2) . EX)]|In
1 1
[ n
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SI—=3Ir

]
S P JI:%(nE)zﬁ = E(Y) = E(X) = p elde edilir

|
I[.

30k

Cov(Y) = Cov(XH) = H'Cov(X)H =H'Cov[X, X, .. X,|H

[Cov(X 1) Cov(X1,X,) - Cov(X1Xn)]
_ H,l Cov(X2,X1) Cov(X,) Cov(X,Xn) 'H
Cov(XnX1) Cov(XnmX;) —  Cov(X,)
1 )
: (0] 0] H H
| [0 st 1 1 11]= n 1
=H [;] [;O] |*}|=[z n ;]|?|=n—f=;z >
o] o] Bl |

COV(Z) = Cov( X ) = %Z elde edilir. Sonug olarak 6rnek ortalama vektoriiniin dagilimi

[><

~N, (E , % X ) seklinde bulunur.

Ornek IIL12 X ~N, (,u ,Z) dagilimindan rastgele ¢ekilen n birimlik bir 6rneklemin 6rnek

ortalama vektorii X olsun. Z, = vVn X seklinde tammlanan rastgele vektorin dagilimini

bulunuz?

Coziim: X~N, (E , Z) dagilimu verilsin. X istatistigi bu dagilimdan rastgele cekilen n birimlik
bir 6rnekleme ait 6rnek ortalama vektorii olsun. O zaman Y~Np (,u ,12) oldugu biliniyor.
- — n

Simdi Z,, = vn X rastgele vektoriinii ele alalim. Bu vektdr, X istatistiginin bir dogrusal
fonksiyonudur. Normal dagilima sahip rastgele vektorlerin dogrusal fonksiyonlar1 da normal

dagilima sahip olacagindan; Z,~N, (E (Zn) ,C ov(gn) ) yazilabilir, dyle ki burada;
B(2,) = E(RX) = VE(®) = Vaiu

Cov(Z,) = Cov(vnX) = nCov(X) = n x %Z = ¥ olur. Béylece Z, = Vn X~N, (\/ﬁ,u,i‘.)

olur.
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.. — Ix o -
Ornek III.L13 p =2 igin X = L_(ll ~N, ([Ul] 11011 012
2

1 D olmak iizere py, x, (X ile X,

'nlOy1 0Oy

degiskenleri arasindaki korelasyon) biliniyorsa, o zaman X;ve X, 6rnek ortalamalar arasindaki

korelasyon Px, x, olmak iizere, p¥ ¥ = pPx, x, oldugunu gosteriniz?

PR P 61 y . _[011 012 _ o1
Cozim: : X = [Xz] ~N, (E’Z) dagilimi verilsin, £ = [021 022] Ve px, x, = 10 olsun. Bu
dagilimdan rastgele ¢ekilen n birimlik 6rneklemin 6rnek ortalama vektorii igin;

% Jun Sz
= X1 1 . . Y _ 1o _ | n n
X = lyzl ~N, (E'ZE ) oldugunu biliyoruz. Burada COU()_() = ;Z = 022 =
912 912 o
n n 12 oy

¥ ¥. = = = = elde edilir.

le'XZ %Xf;_% % 0-10-2 le:XZ

5 9 -2 3
SORU: X~N; (u , E) dagilimi i¢in u = [—2] veX = [—2 4 1 ] olsun. Bu dagilimdan 25
- I ! 3 1 16
birimlik bir 6rnek ¢ekildigini kabul edelim.

a)a=[2 -2 3] olmak iizere Y = a X rastgele degiskeni i¢in P(Y < 35),P(20<Y <
30) ve P(Y = 30) olasiliklarin1 hesaplayiniz?

b)a=[5 3 8]veZ, =52X olmakiizere Y = a Z ,, rastgele degiskeni i¢in P(Y < 300),

P(200 <Y < 300) ve P(Y > 200) olasiliklarin1 hesaplayiniz?
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