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II1.7 Karesel Formlarin Dagilimi
X~N, (u,Z) dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu f (g) = kexp {—%Q(g)} E)

Q(g) = (g — E) 1 (g — E) seklindedir. Burada X c¢ok degiskenli normal dagilima sahip bir

rastgele vektor oldugundan bunun bir fonksiyonu olan Q(g) > 0 degerlerini alan bir rastgele

karesel formdur. Bu tlirden karesel formlarin dagilimi ile ilgilenebiliriz.

Teorem I11.5 X~N,, (E , Z) dagilimma sahip iken Q(x) = (5 — E), ! (5 — E) ~xp dir.

Ispat: (Hatirlatma: X~N(u,02) = Z = X%“~N(0,1) = 7%= (%)2 ~x?# dir. Burada
normal dagilim geregince X rastgele degiskeninin ve bodylece Z rastgele degiskeninin
alabilecegi degerler kiimesi (—oo,+o) araligi iken Z? degiskenin dolayisiyla Ki-Kare
dagiliminin alabilecegi degerler kiimesi [0, 400 ) araligidir. Buna gore her standart normal

degiskenin karesi 1 serbestlik dereceli Ki-Kare dagilim1 verecektir.

Simdi i =1,2,...,n i¢in X;~N(u,0?) dagilimli, bagimsiz rastgele degiskenler olsun. Bu

Xi—u
o

durumdai =1,2,..,ni¢in Z; = ~N(0,1) dagilimh ve bagimsiz olup, i = 1,2, ..., n igin

N2
7t = (%) ~x% ve bagimsiz olur. Bagimsiz Ki-Kare rastgele degiskenlerinin toplami da

yeni bir Ki-Kare degiskeni vereceginden Y™, Z2~x2 olacaktir.)

X~N, (E’Z) oldugundanj = 1,2, ... ,p i(;ian~N(,uj ,ajj) dir. Ancak;j #k =1,2,...,pigin
C ov(X i X k) = g, bilinmediginden degiskenlerin bagimsizligi hakkinda bilgiye sahip degiliz.
Bu yiizden Q(g) karesel formunun dagilimimi olusturmada bu karesel formu tanimlayan X1

matrisinin spektral ayristmindan yararlaniriz. Kabul edelim ki X matrisinin 6zdeger-6zvektor

ciftleri (/1]- ,g]-) ,(j=1,2,...,p) olsun. Bu durumda X~ matrisinin dzdeger-6zvektor ciftleri
(/% ,e j) ,(G=1,2,..,p) olacaktir. Bdylece ™1 matrisinin spektral  ayrisimi
]

DI ?:1 % e je’; olup, bu deger Q(g) karesel formunda yerine yazilsin. Bu durumda

Q) = (x-1) = (x-) = (x-1) [Sagese | (x-1)
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=P 72 (3.17)

yazilabilir. Burada Z; = \/% g'j (g - E) ,j =1,2,..,pdir. Simdi
Jj

1

Z, I 21

r

Zy T €2
Z=||px1ved={/2, = :pxpdersekg=A()_(—E)ya2111r.Burada)_(~Np(E,Z)

Zp L ’

el

oldugundan X — u~N,(0,5) ve boylece Z = A(X — ) ~N,(0,434") elde edilir. Elde

edilen bu son dagilimin varyans-kovaryans matrisini degerlendirmek i¢cin A matrisinin degeri

ile £ matrisinin spectral ayrisimi kullanilacak olursa;

1, j=k

14 ! I ! _ . o
[ijlljgjgj]A , (ejex = {O %k ozelligi kullanilirsa)

L
N
1
Cov(Z) = A3A' = |2
L:
Vip

7z e1(heses + daeren + o+ dpepep)

2'2(11212'1 + Aze.e5 + o + Apgpglp)

= Vi A =
1 ! I ‘ ! !
74 Ep(l1€1£1 + Aeqen + o+ Apgpgp)_
M 2'1]
Ayey || L 1 1
{ 5_2‘[ e e ]
Ap €p
o 0 - 0 Z,
|0 1 0 - 0| e
= [q 01 - QJ = I, elde edilir. Boylece Z = | [ = A(X — ) ~N, (0, 1,,) olur. Bu
. H . H Z
0 0 0 - 1 p

sonuca gore ,j =1,2,..,p icin Z;~N(0,1) ve j#k=1,2,..,p i¢in Cov(Zj ,Zk) =0
oldugu soylenebilir. O halde ,j=1,2,..,p i¢in Z;~N(0,1) ve bagimsiz rastgele
degiskenlerdir. Bu sebeple j = 1,2, ..., p i¢in Zj2~ x% ve bagimsizdir. O zaman Z?lejz ~ )(12,

elde edilir.
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Sonug olarak Esitlik (3.17)’den Q(g) = (g — E), P (5 — E) Z? ~ X bulunur.

] 17
Sonu¢ IIL.3 X~N, (E'Z) dagilimindan rastgele cekilen n birimlik bir 6rneklemin G6rnek

ortalama vektori X N, ( ) dagilimina sahip ve olasilik yogunluk fonksiyonu:

f(%) = kexp {~3Q(%)} 6yle ki burada k = 75 bir sabit ve

E

0@ =(E-1) (1) E-w)=n@E-n) 2 (E-u)-rdr

. . _ X1 - . . _ 10 _ 1911 0 <
Ornek:II1.14 X = [Xz] ~N, (E ,Z) dagilimu igin p = [0] vel = 0 022] oldugunda Q(g)

karesel formunu ifade ediniz?

1
Coziim: Q(x) = (g - E)’ z1 (g — E) =[X1 — 1 X — ] [6(1)1 i] [2 :Zﬂ

X1— 2 Xp— 2 - . .
= ( ! “1) + ( 2 “2) = ¢ (c > 0 olup, bu denklem merkezi (“1 ,,uz) noktasinda olan bir elips

01 ()
denklemi verir. Elipsin eksen uzunluklar1 ise g; ve o, ile orantilidir. Eger u; =0 ve pu, =0

alinirsa, denklem

11X o111 022
02

1

_ 011 0 X1] _ i x5 . e e . . .

Q(x) =[x1 x2] 0 [ ] = —L + =% = ¢ gekline doniisiir, bu yeni denklem ise merkezi
2

(,ul ,;12) = (0, 0) noktasinda olan bir elips denklemidir.

Simdi genel durumu (p > 2) dikkate alirsak ¢ > 0 olmak {izere;

Q(x) = (g - E) 1 (g - E) = c esitligi p-boyutlu uzayda merkezi u: p x 1 noktasi olan bir

elipsoid tanimlar. Eger ¢ > 0 sayis1 yerine @ 6nem seviyesinde )(5;“ kritik degeri alinirsa;
!
Q(x) = (g - E) 1 (g - E) = )(22); . yazilir. Buna gore:

P [(g - E)I y1 (E - E) > X;%;a] = a veya
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P [(g - E) y1 (g - E) < X;%;a] =1—a esitlikleri yazilabilir. Ikinci esitlikte olasilig

hesaplanan olay1 tanimlayan esitsizlik ifadesi giiven bolgesi olarak adlandirilir ve G ile

gosterilir. Buna gore giiven bolgesi;

G: Q(x)= (g—ﬁ), x1 (&—E) < )(Tz);a (3.18)

olup, Sekil III.1°de gosterildigi gibidir.

F(rd)

0 ] 12

Sekil ITI.1 Giiven Bolgesi

I11.7.1 Karesel Formun (Giiven Bolgesinin) Degerlendirilmesi

Q(x) = (g - E)I 31 (g - E) veQ(x)=n (Z - E), xt (Z — E) karesel formlarinin ya da bu
karesel formlardan tiiretilecek olan giiven bolgelerinin degerlendirilmesi su sekilde yapilir.

i) Her hangi bir gozlem vektoriiniin verilen bir N, (E’Z) dagilimma ait olup olmamasi
durumunun incelenmesinde Esitlik (3.18) ile tanimlanan giiven bolgesi kullanilir.

X;:p X1 bir gézlem vektori olsun. Bu gozlem vektoriiniin N, (E ,Z) dagilimma ait olup

olmadigina;
HO: )_(i EG
Hi:X; &G (3.19)

hipotezleri test ederek karar verilebilir. Bu durumda dagilimin ortalama vektorii (u) ve

varyans-kovaryans matrisi ( X) biliniyordur. Eger karesel formun X ; noktasindaki degeri igin

Q(x;) < )(22); » 15 Hy hipotezi kabul edilir ve X ; gbzlem vektoriiniin N, (E ,E) dagilimina ait
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olma olasihgmin (1 — @) oldugu seklinde degerlendirilir. Eger Q(x;) > )(5; , 1se Hy hipotezi ret

edilir ve X; gozlem vektoriiniin N, (u,Z) dagilimmna ait olma olasiligi a’dir seklinde

degerlendirilir.

if) Her hangi bir drneklemin verilen bir N, (E , Z) dagilimina ait olup olmamasi durumunun
incelenmesinde kullanilacak olan karesel form ve giiven bolgesi Esitlik (3.20)’de verildigi
gibidir.

6: QE) =n(E-1) 2 (Z-4) = 1be (320)
n birimlik bir 6rneklem i¢in 6rnek ortalama vektori )Z olmak tiizere, bu 6rneklemin N, (E , Z)

dagilimina ait olup olmadigina;

Hy:X €G

Hi:X &G (3.21)
hipotezleri test ederek karar verilebilir. Bu durumda dagilimin ortalama vektorii (E) ve
varyans-kovaryans matrisi ( £) biliniyordur. Eger Q(x) < x2,, ise H, hipotezi kabul edilir ve
orneklemin N,, (E , Z) dagilimina ait olma olasiligi (1 — «)’dir seklinde degerlendirilir. Eger
Q(Z) > X;%;a ise Hy hipotezi ret edilir ve drneklemin N, (ﬁ , Z) dagilimina ait olma olasilig1
a’dir seklinde degerlendirilir.

iii) n birimlik bir rneklemin 6rnek ortalama vektorii X ve i, € IRP olmak iizere;

Hyip # g (3.21)
hipotezleri test edilerek 6rneklemin N,, (EO , Z) dagilimina ait olup olmadiginin incelenmesinde
Esitlik (3.20) ile verilen giiven bolgesi kullanilabilir. Bu durumda p bilinmiyor, fakat Mo Ve X
biliniyordur. H, dogru iken karesel formun alabilecegi deger;

QE) =n (T pto) 27 (X~ po) olup, eer Q(F) < % ise Ho hipotezi kabul edilir ve bu
orneklem N, (EO ,Z) dagilimina aittir denir. Eger Q(Z) > Xp.a 156 Hy hipotezi ret edilir ve

orneklemin N, (EO , Z) dagilimina ait olmadig1 sdylenir.
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Burada giliven boélgelerini ifade eden (3.18) ve (3.20) ifadelerinin esitlik durumlarinda elde
edilen denklemler p > 2 oldugundan birer elipsoid denklemi adini1 alirlar. Genel olarak bir

elipsoid grafigi Sekil I11.2°de verilmektedir.

Sekil II1.2 Elipsoid Grafigi

Ornek II.15p = 1 iken X ~N, (E , Z) dagilimindan tiiretilen Q(x) karesel formunun dagilimint
bulunuz?
Coziim: X~N, (E ) Z) dagilimindan tiiretilen karesel form Q(x) = (5 — E) -t (5 - E)

seklindedir. p = 1i¢in X = X~N (,u =u,X=0? ) olup, karesel form;

0(X) = (X;“)Z = Z%~%2 olur.

g
-- _[-2 _I5 =3 _[5]..« .
Ornek III.16 X~N, (E’Z) S U= [ 5 ] ve X = [_3 9 ] olsun. X; = [Jgozlemmm
verilen dagilima ait olup olmadigini %5 6nem seviyesinde kontrol ediniz?
Coziim:
Hy:X; €G
H1: )_(i e G
Giiven bolgesi Esitlik (3.18) geregince; G : Q(x) = (x — #), -1 (x — #) <y% dirX;= [5]

» 42 I 27 ) =Apa 4 1

gozlemi i¢in karesel formun alabilecegi deger;

00 = (5,-4) = (5,-8) - -0 1-51f P72
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a =0,05Vve p =2 igin x2, = X3.00s = 599 olup, 10>5,99 yani Q(X;) > xZ, oldugundan
. . . 5] 21 «_[5 -3
H, hipotezi ret edilir. Bu durumda X; = [1] gozlemi X~N, (ﬁ = [ 5 ] X = [_3 ) D

dagilimina ait degildir, ya da bu dagilima ait olma olasilig1 %5 dir.

Ornek I11.17 X~N, (,u , E) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu f (g) = kexp {— % Q(g)}
oyle ki Q(x) = 3x% + 6x% — 8x,x, — 4x; + 12 olsun. Buna gére;
a) Bu dagilimdan ¢ekilen 10 birimlik 6rneklem icin 6rnek ortalama vektorii X = [g] ise kitle ortalama

vektoriiniin gy = [;] olup olamayacagina %5 6nem seviyesinde karar veriniz?

b) 10 birimlik bir 6rneklem igin 6rnek ortalama vektorii X = [g] ise bu orneklemin verilen dagilimdan

cekilip ¢ekilmedigine %5 6nem seviyesinde karar veriniz?

)X = [i] gozleminin verilen dagilima ait olup olmadigina %5 hata ile karar veriniz?
Coziim:
I3 I3
=[] (s, =[5))
3
Hi: u# [7]

Giiven bolgesi Esitlik (3.20) geregince G: Q(X) =n (2 — ) =7 (X — 1) < 3 Olup, Ho
dogru iken karesel formun alabilecegi deger;

Q(Z) =n (Z - Eo)’ D (Z - Eo) esitligi ile bulunur. Burada n = 10, X = [g] ;o = [?;] ve

BT B2 4 . ) 1 e <
K= [ 5] [7] = [_ 2] dir. ¥ matrisi ve boylece X™* bilinmiyor, ama dagilimin olasilik

=1

yogunluk fonksiyonu bilindiginden bu fonksiyona ait karesel formdan X~ matrisi bulunabilir.

Dagilima ait karesel form; Q(x) = 3x% + 6x3 — 8x,x, — 4x; + 12 olup, bu karesel formdaki ikinci
dereceden terimlerin katsayilar1 kullanilarak; 271 = [_3 4 _64] olarak bulunur. Bu sonuglar1 son

esitlikte yerlerine yazalim.

0@ =101z 213,

a =0,05Vvep = 2i¢in x50 = X5.005 = 5,99 olup, boylece 680 > 5,99 oldugundan H, hipotezi

2] = 10014 —201[ %] = 680

ret edilir. Buna gore s6z konusu 6rneklemin ¢ekildigi kitlenin ortalama vektort py = B] olamaz.
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b) Orneklemin verilen dagilima ait olup olmadigina karar verebilmek icin 6rnek ortalamasinin giiven

bolgesinde olup olmadigini kontrol etmeliyiz. Bunun i¢in test edilecek hipotezler;
Hy:X€G

Hi:X¢G

olup, giiven bolgesi Esitlik (3.20)’ de verildigi gibidir.

6:0@) =n(z-4) = (T- 1) < Xoa

Dagilimin parametrelerine ihtiya¢ oldugundan verilen dagilima ait karesel form yardimiyla

once parametreleri bulalim.

-1 _ [_34 —64] oldugundan ¥ = %[2 ;L] = [; 332] bulunur.

p= [agix) = O] denkleminin ¢éziimil ile bulunur. Q(x) = 3x% + 6x3 — 8x,x, — 4x; + 12 iken
30(x) _ 6x1—8x2—4]_ 8 4 1 )
ox = | —8x, + 121, 0 = [ 3 12] [ ] [O] buradan 2 £~ *x = [O] ve boylece

=x % [4] = %[2 3 /2] 4] bulunur. Bulunan bu sonuglar1 giliven bdlgesinde

yerlerine koyalim; X = [g]
0@ =n(z-p) > (&-p) =101 1>, F[J]=100-7 101[7}]=170

a =0,05Vvep = 2i¢in x50 = X5.005 = 5,99 olup, bdylece 170 > 5,99 oldugundan H, hipotezi

ret edilir. Buna gore bu 6rneklemin verilen dagilimdan ¢ekildigi sdylenemez.

¢) Ornek I11.16 ile benzer ¢dziime sahip (siz ¢dziiniiz)
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