T.C.
ONDOKUZ MAYIS UNIVERSITESI

FEN EDEBIYAT FAKULTESI
iISTATISTIK BOLUMU

COK DEGISKENLI iISTATISTiK | DERSI

PROF. DR. YUKSEL ONER

8. Hafta

Greriilore direereridte
17

yoner@omu.edu.tr www.omu.edu.

57



BOLUM 4
COK DEGISKENLI HIPOTEZ TESTLERI

Cok degiskenli kitleler i¢in parametrelere iliskin hipotezlerin test edilmesinde kullanilan test
istatistikleri iki yaklasima gore tiiretilmektedir.

i) Olabilirlik Oran Testi (0.0.T)
i1) Bilesim Kesisim Testi (BKT)
4.1 Olabilirlik Oran Testi

Bu yaklasim kitle parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerine dayal1 bir yontemdir.
Oncelikle H, ve H; hipotezleri altinda parametrelerin en cok olabilirlik tahmin edicileri
belirlenir ve bu hipotezler altinda 6rnekleme ait olabilirlik fonksiyonu maksimize edilir. Elde
edilen iki fonksiyon birbirine oranlanarak test istatistigi kurulmaya ¢aligilir.

6 : Kitleye ait tiim parametreleri kapsayan parametre vektorii
1 : Parametre vektorii i¢in parametre uzay1
6, : Elemanlar1 bilinen bir vektor

Qo : Parametre uzaymin ve 6 o vektoriinlin tanimli oldugu alt uzay olmak tizere ({1 c )
hipotezler;

Hy:0 = 6, veya Hy:0 € Q,

Hi:0#6, veya Hi:0¢Q,(yadaf € Q) (4.1)
olur. Eger boy(Q) = v ve boy(Q,) = v, ise v, < vdir.

L(Q) orneklemin olabilirlik fonksiyonu ve gé%)g L(Q): L(Q)’mn H, hipotezi altindaki
maksimum degeri ve max L(Q ): L(Q ) ‘nin Hy hip_otezi altindaki maksimum degeri olmak tizere,
test istatistigi; )

_

0<A<1 (4.2)

~ max1(6)
seklinde ifade edilir ve Wilks’in Olabilirlik Oran Istatistigi olarak bilinir.
Ornegin; X ~N, ([.l , Z) dagilimi verilsin. Bu durumda parametre vektorii;

Q, = [.u,l HUo ... ‘Llp; 011 O12 ... Ulp Oy7 0323 ... UZp O-pp] olur. delece Q'parametre
uzay1 i¢in boy(Q) =v=p+ @ dir. uy = [.U10 Uoo o ,upo]:p X 1 bilinen bir vektor

. o .
olmak tizere 8 = [/,110 U0 - Hpos 011 O12 - O1p Oz 023 . Ogp - app] olsun. Bu 6,
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vektortiiniin tanimli oldugu uzay Q, ise Q, c Q ve boy(Q,) = v, = p(p;l) , (v>v,) olur.

Buna gore test edilecek hipotezler;

Hoiﬁzﬂo

H1: E * EO (43)
iken, test istatistigi Esitlik (4.2) geregince;

o L(9)

maxL (®)

,0< A<1 (4.4)

seklinde yazilabilir. ¢ > 0 bir sabit olmak iizere, eger A < c ise H hipotezi ret edilir. Karar
verme kriteri olan ¢ noktasi A istatistiginin 6rnekleme dagilimi {izerinde a 6nem seviyesinde
belirlenecek olan kritik deger olarak alinabilir. A istatistiginin 6rnekleme dagilimi i¢in;

i) Istatistigin alabilecegi degerlere karsilik bu degerleri alma olasiliklar belirlenerek kesin bir
olasilik dagilimi kurulabilir.

ii) Ornek hacminin yeterince biiyiik olmasi durumunda déniisiimler uygulayarak bilinen olasilik
dagilimlarina doniistiiriilmek suretiyle yaklasik bir olasilik dagilimi kullanilabilir. Uygulanacak
doniisiim sonrasinda;

max L(8)

—2InA = —2ln [EEQO

max L(9)

~X-v, (4.5)

istatistigi elde edilmektedir. Buna gore A < c iken —2InA > —2Inc = x;_, ., ise Hy hipotezi
ret edilir.

4.2 Bilesim Kesisim Testi

Bu test icin amag¢ ¢ok degiskenli kitleyi uygun bir doniisiimle, ¢cok degiskenli kitledeki
degiskenlerin dogrusal fonksiyonundan olusan tek degiskenli kitleye doniistiirmektir. Boylece
Esitlik (4.1) veya (4.3) ile verilen hipotezler yerine doniisiim kitlesinin parametreleri {izerine
kurulacak olan hipotezler test edilir. Bu yeni hipotezleri test etmek i¢in gerekli olan test
istatistikleri tek degiskenli istatistiksel analizde verilen test istatistiklerinin genellestirilmis sekli
olacaktir. Eger ¢ok degiskenli kitle X : p X 1 ve parametreleri; ortalama vektorii u: p X 1 ve
varyans kovaryans matrisi X : p X p olmak tizere test edilecek hipotezler Esitlik (4.3)’deki gibi
olsun. a:1xp boyutlu bilinen bir vektdr olsun. Y =aX = a;X; + aX; + -+ ayX,
doniisiimii cok degiskenli kitleyi tek degiskenli kitleye doniistiiren dogrusal doniisiimdiir. Bu
doniisiim kitlesi igin parametreler; kitle ortalamasi E(Y) = a u ve kitle varyans1 of = aXa’
olur. Bu kitle parametresi ile ilgili hipotezler Esitlik (4.3)’de verilen hipotezlerde her iki taraf
a vektori ile soldan ¢arpilarak olusturulur.
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HO:

IQ
I=
Il
IQ
I=
o

H;: 0 (4.6)

S]
I=

H
S]
I=

Bilesim kesisim testinin amaci yeni olusturulan bu hipotezleri test etmek icin ihtiya¢ duyulan
test istatistigini tek degiskenli istatistigin kavramlarindan yararlanarak tiiretmektir. Verilen
karar ¢cok degiskenli kitle lizerinde degerlendirilir.

4.3 Cok Degiskenli Normal Kitlede Kitle Ortalama Vektoriine Ait Hipotez Testi

X~N, (1,%) dagimna sahip bir gok degiskenli kitle verilsin ve u:p x 1 kitle ortalama

vektori bilinmiyor olsun. Bu parametre ile ilgili hipotez testinde test istatistiginin belirlenmesi,
¥ matrisinin bilinip bilinmemesine baglidir.

i) X biliniyor kabul edelim.

U o € IRP bilinen bir kolon vektorii iken test edilecek hipotezler
Ho:pt = o
Hl: E * EO (47)

seklindedir. Bu hipotezleri test etmek i¢in gerekli olan test istatistigi Boliim 4.1 ve 4.2°de
bahsedilen yontemlerin her ikisi ile de tiiretilebilir.

i.a) Olabilirlik Oran Testi ile:

Verilen ¢ok degiskenli kitleden rastgele ¢ekilen n birimlik ir 6rmek X4,X,,...,X, olsun.
i=12..,n igin X i~Np (u,Z) ve X;’ler bagimsizdir. Bu durumda 6rnegin olabilirlik
fonksiyonu;

L (E»E) = f(x1.%2 o xn) = thf&i(ﬁi)

~ [T e {2 (2 - ) 27 (- 1))

= (2m)"P/2|Z| T 2exp {—%Z?zl ( X — ﬁ)l x1 (gi - E)} (4.8)

olur. Bu fonksiyonun H, hipotezi altinda maksimum degeri;

maxt (1,2) = L (4o.2)

= @)l exp {150, (20— o) 27 (20— o)) (4.9)

olacaktir. Simdi Y- ( Xi— ,uo) x1 (g i— U 0) ifadesini ele alalim ve bu terim igerisinde
S = ﬁ i —X)(x; - )Z)’ => m-DS=3%(x; —X)(x; - X)’terimini tiiretmeye
calisalim. Toplam altindaki ifade 1 X 1 tipinde bir skaler ifade oldugundan, iz’i kendisine esit
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olacaktir, bu sebeple 1z’i aliabilir. Bunu uygulamaktaki amag Iz operatoriiniin 6zelliklerinden
yararlanarak vektor veya matris carpimlarina yer degistirebilme imkani saglamaktir. Bu
durumda;

(o= s0) 27 (20— o) = Bl (0= o) 27 (200

Sz |27t (2 - po) (xi— 1 0)] : (Igerideki her iki parantez icerisine X ekle cikart)

o) (zi—X+X-po)]
=3 iz {5 (i ~ X ) ~X) + 202 X ) (R~ pto) + (X~ p0) (B~ po) |}

?:112[2_1(&—24‘2—

I=
I':

IZ{E T'll(x'—)_()(x'—Y)’+22_ 1(x _X)(X E0)’_|_nz—1(z_
Eo)(X ,Uo [Zz 1lx —X)(X—go)’=[2?:1x,—nX (Y—u )’=(nX_nX)()__(_
=[]

) o

_ iz{Z_l(n— DS+nz (X—p )(X-n )’}

1=

0] oldugundan son ifadenin ikinci terimi sifirdir. ]

=(n- 1)12(2_15) + nlz [Z_l (X - Eo) (X - Eo) ]

=(n-— 1)12(2_15) + niz [(X - Eo)’ ! (X - Eo)] , (ikinci terimdeki koseli parantez igerisi 1 X 1

oldugundan bu ifadenin 1z’i kendisine esit olacaktir. Boylece;

= (n— DizE18) +n (X~ o) 27 (X — po) (4.10)

elde edilir. Bu sonug Esitlik (4.9)’da yerine yazilirsa;

L(1o,2) = @m) /25| 2exp {2 |(n - Diz(z718) +n (X - p 0)' 271 (X - o)}
(4.12)

elde edilir. Olabilirlik fonksiyonunun H; hipotezi altinda maksimum degeri;

max L (1,%) =L(X 2) = @02zl exp {130 (2, - %) 27 (2, - %)} (412)

Burada da toplam altindaki ifade 1 X 1 tipinde bir skaler ifade oldugundan, iz’i kendisine esit
olacaktir, bu sebeple 1z’i alinabilir. Bu durumda:

Sy (2= X) s (2 —X) =B, iz [(Ei -X) = (x —X)]
=Z?=1iz[2_1(§i_g)(§i_X),]=iz[ R (- X)(x - X)]
= (n—1DIiz(Z7'S) (4.13)
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bulunur. Bu sonug Esitlik (4.12)’de yerine yazilirsa;

— Y — -np/2 -n/2 _ 1 _ i -1
max L (ﬁ , 2) L(X,5) = (2m)~"P/2|5| "/ 2exp { 2 [(n - Diz(z S)]} (4.14)
elde edilir. Boylece Esitlik (4.4) geregince Wilks’in olabilirlik oran istatistigi,

E“é?z’ﬁ,L(ﬁ z) L(uox) (Zn)‘"”/zIZ|‘"/2exp{—%[(n—1)12(2_15)+n(X—go)lZ_l(X—go)]}

maxi(uz)  LEE) (2m)~"P/2 |5~ 2exp{ 5[ (n-D)iz(2715)]]

= exp [~ 2 (0~ Diz(15) ~ 2 (X~ to) £ (X~ o) + 2 (n— Diz(275))

= exp {—%n()Z—EO)’Z‘l (X_EO)} (4.15)

olur. Ornek hacmi n yeterince biiyiikken A istatistiginin 6rnekleme dagilimi igin —2In A
dontisiimii uygulanarak, Esitlik(4.5) geregince yaklasik bir dagilim elde edilir.

2= n(Z-p )5 (T-n) (@.16)

olup, bu deger H, hipotezi dogru iken test istatistiginin alabilecegi degerdir. Bu durumda
Esitlik(4.7) ile verilen hipotezler igin test istatistigi, ornek ortalamasina dayali karesel formun
dagilimi geregince;

22 =n(X—p) 27 (X - p) 1% (4.17)
olarak elde edilir.

Karar: H, hipotezi dogru iken test istatistiginin alabilecegi deger y2 = n (X —Uu 0)’ x-1 (X -
EO) olsun. a énem seviyesinde H, hipotezine gore test istatistiginin 6rnekleme dagilimidan
elde edilecek olan kritik deger; x7 = xp., olmak iizere; eger x; < x7 ise H, hipotezi kabul
edilir, y? > x? ise H, hipotezi ret edilir.

Yorum: H, hipotezi kabul edilsin. Bu durumda n birimlik érneklemin ortalama vektorii f

olan bir ¢ok degiskenli normal kitleden ¢ekilmis olma olasiligi (1 — a)’dur.

H, hipotezi ret edilsin. Bu durumda n birimlik drneklemin ortalama vektrii u o olan bir ¢ok
degiskenli normal kitleden ¢ekilmis olma olasiligr &’ dir, ya da 6rneklem ortalama vektori p

olan ¢ok degiskenli kitleden ¢ekilmemistir.

Hy hipotezi ret edildigi zaman bu kararin ortaya c¢ikmasinda j=1,2,..,p ig¢in
Xj degiskenlerinden hangisinin ya da hangilerinin etkili oldugu incelenebilir. Bu inceleme
olabilirlik oran testi ile yapilamazken, bilesim-kesisim testinde yapilabilmektedir. Bu inceleme
yapilirken a vektorii icin uygun secimler yapilarak a p parametresi ile ilgili olusturulacak olan

alt hipotezler test edilmelidir.
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Ornegin; a = [0, ... ... ... ,0,1,0,...,0] : 1 X p segilsin (j-nci bilesen “1” ve diger bilesenlerin
hepsi “0” segiliyor). Bu segilise gore parametre; a u = u;, (j = 1,2, ... ,p) olup, alt hipotezler,

Ho:pj = pjo (Hjo = QEO)
Hyipj; #ujo ,(j=1,2,..,p) (4.29)

olup, p- tanedir. Bu alt hipotezler a u parametresi ile ilgili (1 — @) giiven katsayili giiven

araliklar1 (Bonferroni giiven aralig1) ile test edilir. S6z konusu giiven aralig,

P[QX_ Xa gig’ SQESQX'F\/X}%W«/Q);E’ l: l-a (4.30)

seklinde verilir.

Eger giiven aralig1 ujo , (j = 1,2, ..., p)degerini kapsiyor ise Hy: u; = pjo hipotezi kabul edilir
ve X;,(j =1,2,..,p) degiskeni Hy: I = U hipotezinin ret edilmesinde etkili olmamustur.

Eger giiven araligi o, (j = 1,2, ... , p)degerini kapsamiyor ise Hy: it = o hipotezi retedilir
ve bu durumda X;, (j = 1,2, ... ,p) degiskeni Ho:pu = po hipotezinin ret edilmesinde etkili

olmustur denir.
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