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4.8 Parametrik ifadeli Fonksiyonun Tiirevi

Tanmim:4.6 A C IR, f:A — IR fonksiyonu y = f(x) seklinde verilsin. Bu fonksiyonun t €
IR bir parametre olmak {izere;

{x =g()
y = h(t)

seklinde ifade edilmesine parametrik ifadeli fonksiyon denir.

(4.17)

Esitlik (1)’e fonksiyonun parametrik denklemleri ad1 verilir. Burada g ve h, t parametresinin
fonksiyonlaridir. Eger g ve h fonksiyonlar1 t parametresine gore tiirevlenebilirse, bu durumda
y = f(x) fonksiyonu da x’e gére tiirevlenebilirdir. Oyle ki;

dy
v_ydt_dy 1 a MO )
dx_dtxdx_dtxﬂ_ﬂ_g/(t)’ g *0 (4.18)
ac  at

olur. Esitlik (4.18) ile verilen ifadeye, Esitlik (4.17) ile verilen parametrik ifadeli fonksiyonun
birinci mertebeden tiirevi denir. Tkinci mertebeden tiirev ise;

h'(t))
dy d (d_y) O (79 Ldt 09O -RBg'® 1

dx?  dx\dx) dx\g'(t))]  dt dx [g'(t)]? dx

dt

_ g ®-hi(gn®) 1 _ h@®grO-h@®gr®)
=7 wor “so- wer IOF0 (4.19)
olur.
Ornek:4.28 Verilen fonksiyonlar icin istenilenleri hesaplayiniz?

x=g() =+t . dy d2y
a igin —=? ve — =7
){y=h<t>=m T ax?

x =g(0) = a(f — sind) . ay _, ay _, . o

b) {y — 1(8) = a(1 — cosh) icin —.=! ve —— =7 Ayrca bu tirevlerin 6 =7

noktasindaki degerlerini bulunuz?

= = t
) {298 7€ L% sektinde verilen y=f(x) fonksiyonunun y"'(x + )? = 2(xy’ ~ )

y = h(t) = etcost
esitligini sagladigin1 gosteriniz?

1

_ _ o) = L M) = o _ L 1

Qozuma)x—g(t)—\/fﬁg(t)—zﬁ:>g(t)— pralibvey
1

_ e SN | = S S S

y=h(t)=vt-1 zh(t)_Z\/t—l = h"(t) = 4(t-1)  4t-1WEt-1 4 /(t-1)3
1

dy @) _ aye1 _ 1 P A

dx  gr(t) z%/f BN RN T r=t tken



1 1 1 1 1 1
a2y _ hi(BgrO)-hi(gn(t) _ “af@n? 2Vt 7= m—s) _ slovea siJns __ t=1-t

— = = X
dx? 1(6)13 113 1 3 —1\3
x lgr(®)] [z_ﬁ] v 8Vt3y(t-1)
sV’ _ 1

= — bulunur.

b)x = g(@) = a(@ —sinf) = g'(6) = a(1 — cosB) = g" () = asind
y = h(0) = a(1 — cosf) = h'(0) = asinf = h''(6) = acosO

dy _h(0) _  asinf __ sinf N dy
dx g'(6) o a(1-cos0) o (1-cos0) dx

sinm 0
I _ = = —_— = 0
v=n 1—cosm 1+1

d%y _ hi(8)gr(0)-h1(0)g11(0) _ acosfa(l-cosf)—asinfasin® _ a’cos@—a?cos?0—a’sin?0

dx2 [gr(®]3 [a(1-cosO)]3 - a3(1—cosB)3

2cosf—a? —a?(1—cosé 1 d? 1 1 1
a’cosf—-a® _ a?( COS):——ﬁ_yLa:n:_ — = ——olarak
a3(1-cosB)3 a3(1-cosB)3 a(1-cos0)? dx? a(l-cosm)? a(1+1)2 4a
bulunur.

c) x = g(t) = etcost = g'(t) = e'cost — etsint = e (cost — sint) = g"'(t) = e*(cost —
sint) + et(—sint — cost) = —2etsint

y = h(t) = etcost = h'(t) = etcost — e'sint = et(cost — sint) = h''(t) = et(cost —
sint) + et(—sint — cost) = —2etsint

, _dy _ hi(t) _ e(cost—sint) _

== = = =1ve
y dx  gr(t) et(cost—sint)
o d¥y _ hi(t)gr(e)—-hi(0)gr(t) _ —2e'sinte!(cost—sint)—e'(cost—sint)(-2etsint)
yo= dx? [gr(®)]3 - [et(cost—sint)]3 -
—2e?tsint(cost—sint)+2e?tsint(cost—sint 0
( ) . ( ) = —— = 0 bulunur,
e3t(cost—sint)3 e3t(cost—sint)3

Simdi y"'(x + y)? = 2(xy’ — y) esitliginin dogrulugunu gosterelim.

y"(x +y)? = 0(etcost + etcost)> =0 .......... (i)

2(xy’ —y) = 2(etcost.1 —etcost) =0 ......... (i)

(1) ve (i1) esitliklerinin sag taraflari birbirine esit oldugundan sol taraflar1 da esit olmak
zorundadir. Bu sebeple y”'(x + y)? = 2(xy’ — y) esitligi dogrudur.

4.9 Kapah Fonksiyonun Tiirevi

Tamm:4.7 x ile y degiskenleri arasindaki bagint1 F(x ,y) = 0 seklinde verilmisse, bu F(x,y)
fonksiyonuna kapali olarak verilmis bir fonksiyon veya kisaca Kapali Fonksiyon denir.

Kapali formda verilen bir fonksiyonun x'e gére (birinci mertebeden) tiirevini bulmak igin 6nce
F(x,y) = 0 esitliginde her iki tarafin x'e gore tiirevi alinir ve sonra da

r_dy _ dF(xy) (4.20)
dx dx ’

hesaplanir. Sol tarafin x'e gore tiirevini alirken y = y(x) formunda olduguna dikkat
edilmelidir.



Genel olarak, F(x,y) = 0 igin birinci mertebeden tiirev;

d dF(x,y)

r__ _y — _ __ dx

Y =T T @y (4.21)
dy

esitligi ile bulunur. Bu esitlikte bir degiskene gore tiirev alinirken diger degisken sabit gibi
diistintliir.

Ornek:4.29 Kapali formda verilen asagidaki fonksiyonlarin istenilen tiirevlerini bulunuz?

a)F(x;)I):y5+X5—2x3y3—3:O:>Z—z:?

2

= =7?
x ! dx?

) x3 — 2x%y 4+ 2y? —2x + 3y — 2 = 0ve y(1) = 1 oldugunda y" (1) =?
Coziim a) 1. Yol: F(x,y) = 0 esitliginde her iki tarafin x'e gore tiirevini alarak bulma

Fx,)=y5 +x5—2x%y3 =3 =0 » L&D _ L

= 5y4Z—Z +5x* -2 (3x2y3 + x33y? Z—z) =0= (5y* - 6x3y2)2—z = —5x* + 6x%y% =

0) = %(y5 +x°—2x3y3-3)=0

dy _ Sx*-6x%y3

dx — m olarak bulunur.

Il. Yol: Esitlik (4.21)’1 kullanma

dF(x,y)

dy 5x*—6x2y3
! dx
=== = — olarak bulunur.
dx dF(x,y) 5y4—6x3y2
dy
x?2  y? x2  y? dF(x,y) d <x2 y? ) d
b) ) a? b2 1 F(x’y) a? b2 1=0 dx dx \a?2 b2 1 dx (0)
2x 2yy' 2yy’  2x ;L bz_x
ST =02 = 2y = pERS bulunur.
_,bix
g d¥y _d (dy) _d (bzx) _b%d (x) _ b? (y—xyl) b2 [ Y TXGzy,
y dx? dx \dx dx \a?y a? dx \y az \ y?2 a? y2
a2y2_p2x2 0, o(y? X2
Y i W G N i v | B R
T g2 y2 T g2 azy3 T g2 a?y3 - azy3 \a? p2)
b* b*
——— (1) = — == olarak bulunur.
asy asy

C) F(x,y) =x3—2x?y+2y>—-2x+3y—-2=0=

AFGxy) _ d 3 5.2 2 _ =2
et x(x 2x°y + 2y 2x + 3y 2)—dx(0)=>

3x2 —4xy — 2x%y' +4yy' —2+3y' =0....(%)
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y(1) =1 (yani x = 1 iken y = 1) oldugundan, bu degerler (*) esitliginde yerlerine yazilirsa
3—4-2y'(1)+4y'(1)—2+3y'(1)=0=5y'(1) =3 = y'(1) =3/5dir.

Simdi (*) esitliginin her iki tarafinin tekrar x'e gore tiirevini alalim:

:—X(sz —4xy — 2x%y' +4yy' —2+3y') = ;—x 0) =

6x — 4y —4xy' — 4xy' — 2x%y" +4y'y' + 4yy"” +3y”" =0 = Bu esitlikte x = 1 iken
y(1) = 1vey'(1) = 3/5 degerleri yerlerine yazilirsa:

12 12 " 36 " " _ i — & _ ﬁ _
6-4-L-L 2y + ¥4y ) +3y (M =05y () =2 L2 5

5y"(1) = % = y"(1) = % olarak elde edilir.

UYGULAMA 11

I. Asagida verilen parametrik ifadeli fonksiyonlarin istenen tiirevlerini bulunuz?

x = g(t) = asint — sin(at ..
1. 90 (at) icin 2 =7

y = h(t) = acost + cos(at) ¢ dx
x = g(t) = 2In(cott)

ici —
y = h(t) = tant + cott em Y=

x = g(t) = acos3t
y = h(t) = asin3t

igin y" =?

Il. Asagida kapali formda verilen fonksiyonlarin istenilen tiirevlerini bulunuz?
1. ay1x% + 2a;,xy + ayy? + 2a,3x + 2a,3y + azz = 0igin y’ =?

2.lnx 4+ e~ /%) =0 icin Z—z =7

3. xsiny + ysinx = 0 igin y' =?

4. arctany —y + x = 0 icin =2 =?
.arctany —y +x = 0 igin —= =

2 2

5. (a + bx)e®/® = x iken x3 3732/ = (xj—z - y) oldugunu gosteriniz?
COZUMLER

x = g(t) = asint —sin(at) ay n()
|.1.{ s =)

y = h(t) = acost + cos(at) ' dx gt
g'(t) = acost — acos(at) = a(cost — cos(at))
h'(t) = —asint — asin(at) = —a(sint + sin(at)) , bu sonuglar (*) esitliginde yerlerine

yazilirsa;
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dy _ —a(sint+sin(at)) _ (sint+sin(at)) ZSin(aTH)tCOS(aT_l)t _ COS(aT_l)t — _cot (a_—l) ¢
dx a(cost—cos(at)) (cost—cos(at)) Zsin(aTH)tsin(aT_l)t sin(aT_l)t
bulunur.
x = g(t) = 2ln(cott h
|.2.{ 90 (cott) ) _m@® oy
y = h(t) = tant + cott g'(t)
1 1 nt )
’ _ sin?t _ __ st
g (t) =2 cott X sin?t  cost sintcost
, _ 1 1 sinft-cos’t _ 1-2cos’t
h (t) T cos?t sin?t  sin2tcos?t  sin?tcos?t

1-2cos®t _ 2cos?t—1 _ cos(2t)

=— = = cot(2t) bulunur.

; _ 1-2cos?t ( sintcost)

" sin2tcos?t 2 2sintcost  sin(2t) sin(2t)
X = t) = acos3t L. 2 " 1(t)—ht 17
|.3_{ g(0) S P iy = LY S MOEO Qe s
y = h(t) = asin’t dx lg7(®)]
g'(t) = 3acos?t(—sint) = —3acos?tsint > g"'(t) = —3al2cost(—sint)sint +
cos?tcost] = —3a[cos3t — 2costsin®t] = —3acost(cos?*t — 2sin’t)

h'(t) = 3asin®tcost = h''(t) = 3a[2sintcostcost + sin?(—sint)] = 3a[2sintcos?t —
sin3t] = 3asint(2cos?*t — sin?t) , bu sonuglar (*) esitliginde yerlerine yazilirsa;
3asint(2cos?t — sin?t)[—3acos?tsint] — 3asin?tcost[—3acost(cos?*t — 2sin?t)]

1

[—3acos?tsint]3

_ —9a?cos?tsin?t(2cos?t-sin?t)+9a%cos?tsin?t(cos?t—2sin’t)

—27a3cosStsin3t
—-9a?cos?tsin?t[2cos?t—sin?t—cos?t+2sin’t] _ cos?t+sin’t 1
: = — = — bulunur.
—27a3cosbtsin3t 3acos*tsint 3acos*tsint

1.1 F(x,y) = a;1x% + 2a.,xy + a3,y% + 2a43x + 2a,3y + asz; = 0 iciny’ =?

Verilen fonksiyon kapali formda oldugundan birinci mertebeden tiirevi;

dF(x,y)
y, — dx _ 2a11x+2a12y+2a13 _ a11x+a12y+a13 olur
%’;’y) 2a12x+2a22y+2a23 aiz2Xx+azy+ass ’

1.2 F(x,y) = Inx + e~ /% =0 icin Z—z =7

1.yol Verilen fonksiyon kapali formda oldugundan birinci mertebeden tiirevi,

dF(x,y) 1.y —(X) Y _(X)
dy —dr x+xze X 1+;e X y Yy
v _ = _ = ==+ ex bulunur.
I T L) T B

d d _ d 1 Tx— _
2.yol aF(x,y) = E(lnx +e (y/x)) = a(()) = - (yx_zy)e /0 =0 =

12



) (2
l_Y_e—(%) +le‘(}) =0> ¢ (X)y' = le_(%) +is y =2+ ex bulunur.
2 x2 X x

X X X X

11.3. F(x,y) = xsiny + ysinx = 0 i¢iny’' =?
;—xF(x, y) = :—x (xsiny + ysinx) = ;—x (0) = siny + x.y'cosy + y'sinx + ycosx = 0 =

_ ycosx+siny bulunur
xcosy+sinx '

(xcosy + sinx)y’ = —(ycosx + siny) = y' =

2
I1.4. F(x,y) = arctany —y +x =0 igin% =?

d _d _ _a yroo _ 1 r_
EF(x,y)—E(arctany y+x)—dx(0):o ==y ' +1=0 =>( l)y— 1

1+y 1+y2
" = 1 oy =2 ken
1+y2y - y = y2 '
21+y2

a?y _ i(d_y) _ i(1+y2) _2y'yiayyiy® _ 2yyi(y?-1-y?) 2y’ P
dx? dx \dx dx \ y2 y4 y4 y3 y3

2(1+y?
— (—Sy) bulunur.

y

2 2
I1.5. (a + bx)e®/® = x iken x3 % = (x Z—Z - y) esitliginin saglandigini gosterelim.
(a+ bx)e®® = x iken F(x,y) = (a + bx)eW/® — x = 0 yazilabilir. Buradan
4 _4 W/ _ ] = & /x) 4 ¥ x=y W/ _ 1 =
—F(xy) =— [(a + bx)e x| —(0) = be +=—=(a+bx)e 1=0 =

be(J’/x)+%x—1=0:be(J’/x)+y'—%—1=0=>y’= 1+%—be(3’/x)ve

a?y _y'x-y by’x—ye(ﬁ) = (y_’ — l) (1 - e(%)) = (M — l) (1 - e(%))

dx? x2 x2 x x2 x x2

2

- (43260 - 2) (1 08) = - 200) (1- o) =21 - o)

X X

2 2

PEL A i(l — be(%)) = x?2 (1 - be(ﬁ)) ......... (i)

dx?

2

(x (1 +%— be(y/X)) —y)z = (x +y- brel?) —y) =

~—
Ql&
=<
I
<
N
N
Il
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(i) ve (ii) esitliklerinin sag taraflar1 birbirine esit oldugundan sol taraflarda esit olmak
2 2
zorundadir. Bdylece verilen fonksiyonun x3 % = (x Z—z — y) esitligini sagladig1 gosterilmis

oldu.
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