4. AYIRMA (DiSKRIMINANT) ANALIZi
4.1 TANIM, AMAC ve ORNEKLER
Ayirma Analizi (AA) i¢in farkli tanimlamalar yapmak miimkiindjir.

Tamim 4.1 Her birinde p > 2 tane degisken bulunan g > 2 tane grubu ele alalim. Degiskenler
vektori X' = [X1 X, ... Xp] olmak tizere k = 1,2, ..., g iken, k.nc1 grup i¢in bu vektorii
X ’k = [X1 Xy Xp] ile gosterelim. Bu gruplardan elde edilecek olan ve bu gruplari
birbirinden ayiran dogrusal fonksiyonlar yardimiyla, hangi gruba ait oldugu bilinmeyen X'; =
[Xu‘ Xoi o Xpl-] gozlemini/gozlemlerini, bu gruplardan birine atamak ic¢in uygulanan
istatistiksel analize Ayirma Analizi denir.

Bu tanima gore, 6nce bagimsiz ya da agiklayici degiskenlerin (X =12, .., p) dogrusal bir
fonksiyonu ya da fonksiyonlar1 elde edilmeli ve bu fonksiyonlar kullanilarak gézlemler bu
gruplardan herhangi birisine siniflandirilmalidir.

Tanim 4.2 AA, grup ortalamalar1 arasindaki farkliligi en biiyiik yapacak sekilde bagimsiz veya
aciklayict degiskenlerin dogrusal fonksiyonlarini bulma islemidir. Bu dogrusal fonksiyonlara
diskriminant (ayirma) fonksiyonlar1 denir.

AA’nde gruplar, 6zel arastirma gruplari olarak 6nceden belirlenir. Gruplari ayirt etmek igin
gruplardaki beklenen farklilig1 6lgen 6zelliklere iliskin ayirt edici degiskenler kiimesi segilir ve
bu degiskenlerin dogrusal kombinasyonlar iiretilir. Bu dogrusal kombinasyonlar kullanilarak,
yeni gozlemler ait olduklar1 gruplara siniflandirilir.

Verilen tanimlar dikkate alindiginda AA’nin amaglari ve kullanim yerleri su sekilde
ozetlenebilir.

1) Gruplar birbirinden ayirmay: saglayacak olan diskriminant fonksiyonlar: bulmak

i1) Bulunan diskriminant fonksiyonlar1 yardimiyla, yeni bir gézlemi en az hata ile gruplardan
birine (ait oldugu gruba) atamak (grup tiyeliklerini kestirmek)

ii1) Calismaya alinan degiskenlerden hangilerinin grup iiyeligini kestirmekteki katkisinin daha
fazla oldugunu belirlemek

Kullanim yerleri igin 6rnekler:

Ornek 4.1 Bir anestezi uzmanu, bir anestezi ilacinin kalp ameliyat: gecirecek hastalarda giivenli
olarak kullanilip kullanilamayacagin1 belirlemek istesin. Anestezi uzmani hastalara iliskin Yas,
Kan basinci, Agirlik vb temel (veya 6zel) bilgileri (aciklayict degiskenlere ait degerleri) elde
edebilir. Bu tiir bilgiler, farkl1 6zellikteki hastalarda anestezi ilacinin ne tiir etki gostereceginin
bilinmesi agisindan 6nemlidir. Gondiilliiler {izerinde denenmeden Once, boyle bir ¢alismanin
deney hayvanlar1 (6rnegin kopekler) iizerinde yapildigini ve kalp ameliyati gegirecek kopeklere
iliskin baz1 temel bilgiler elde edildikten sonra, ameliyat sirasinda anestezi ilact agisindan
gozlenen kopeklerin, giivende olanlar ve olmayanlar olarak iki gruba ayrildigini kabul edelim.



Buna gore, anestezi ilaci agisindan giivende olan ve olmayan gruplarindaki kopeklerin temel
(veya 0zel) degiskenlerinden yararlanarak olusturulacak dogrusal fonksiyonlar yardimiyla,
ameliyat edilecek olan ve ilgili degisken degerleri bilinen yeni bir kdpek icin anestezi ilacinin
giivenli olup olmadig1 6nceden kestirilebilir. Diger bir ifadeyle, ameliyat edilecek kopek, bu iki
gruptan birisine (ait oldugu gruba) siniflandirilabilir.

Tablo 4.1 Hastalara ait aciklayici degisken ol¢iim sonuglari

Anestezi agisindan glivende | Anestezi agisindan giivende degil
BirimNo | Yas Kanbasinct Agirlik | Yas Kanbasinct  Agirlik
1 — — — — — —
2 — — - — — —
N — — — — — —

Ornek 4.2 Ug Farkli désnemde (Yaklasik MO 4000, Yaklasik MO 1850, Yaklasik MS 150)
elde edilen Erkek Misir kafataslari tizerinde; X : Kafatasinin genisligi (mm), X,: Kafatasi tabani
ile bregma noktasi arasindaki yiikseklik(mm), X5: Kafatasinin tabani ile elveo arasindaki
uzunluk(mm) ve X,: Burun yiiksekligi(mm) 6l¢iilerek veri diizenlemesi yapiliyor. Bu veriler
kullanilarak gruplari ayiran dogrusal fonksiyonlar bulunup, bu dogrusal fonksiyonlar
yardimiyla, yeni bulunan bir kafatasinin ayni 6zelliklerini 6lgerek hangi déneme ait oldugu
istatistiksel olarak belirlenebilir.

Tablo 4.2 Ug farkh déneme ait kafatas: 6lciim degerleri

MO 4000 MO1850 MS150
Birim X1 Xy X3 X, X1 X X3 X, X1 Xy X3 X4
No
1 _— _— —
2 — — —
N — — —

Ornek 4.3 Bir kurumda calisan iki farkli yardimeci personel (diiz memurlar ve sekreterler)
iizerinde yapilan bir calismada, personele ii¢ farkli 6l¢ek (X;: ortam tercihi 6l¢egi; X, : neselilik-
yalnizlik tercihi 6lgegi ve X5: tutuculuk-ozgiirliik tercihi 6l¢egi) uygulanmis ve her bir personel
icin bu odlgeklere ait skorlar gozlenmistir. Bu skorlar yardimiyla, yeni ise alinacak bireylerin
hangi grupta calismaya daha yatkin oldugunu belirlemek amaciyla AA kullanilabilir. Bu iki
personel grubu arasinda diskriminant fonksiyonlari1 olusturulur ve yeni ise alinacak ya da diger
personel arasinda bu iki is alanindan birine aday olacaklar, alacaklar1 6l¢ek puanlar1 yardimiyla
bu gruplardan birine siiflandirilabilir.



Tablo 4.3 Personel alimi icin adaylara ait baz1 6zellikler

Memur Sekreter
Birim X1 X, X3 X1 X2 X3
No
1 — —
2 — —
N — —

Ornek 4.4 Kanser tanis1 koymak igin kesin tan1 koyma yontemi hastalardan biyopsi yoluyla
doku 6rnegi alinmasidir; ancak biyopsi yaklagimi invaziv (yayilan) bir yontemdir. Bu nedenle,
daha ucuz ve ger¢eklesmesi uzmanlik gerektirmeyen tani araglarinin kullanilmasi tip alaninin
giincelligini yitirmeyen konularindan biridir. Bu cergevede yapilan bir calismada, prostat
kanseri tanis1 koymak amaciyla biyopsi alinmis hastalarin, ucuz ve gergeklestirilmesi uzmanlik
gerektirmeyen X;: Total PSA ve X,: PSA yogunluk degerleri de Ol¢iilmiistiir. Biyopsi
sonucunda prostat kanseri tanist konan (Biyopsi(+)) ve konmayan (Biyopsi(-)) gruplarindaki
hastalarin Total PSA ve PSA yogunluk degerleri yardimiyla, bu gruplar1 ayiran dogrusal
fonksiyon bulunur. Bu fonksiyon kullanilarak yeni bagvuran bir hastanin prostat kanseri olup
olmadig1, biyopsi yapilmadan belirlenebilir.

Tablo 4.4 Hastalarin biyopsi sonuclar:

Biyopsi(+) Biyopsi(-)
Birim X, X, X X,
No
1 —- —
2 — —
N — —

4.2 Genel Bilgiler

AA 1ile ilgili baz1 temel kavramlara bu kisimda yer verecegiz.

4.2.1. Degiskenler: AA’inde degiskenler bagimli degisken (tek) ve bagimsiz (aciklayict)
degiskenler (p > 2 tane) olmak iizere ikiye ayrilmaktadir. Bagimli degisken iki veya daha fazla
kategoriye sahip nitel tiirden siniflama veya bazen nicel tiirden fakat siralama diizeyinde 6l¢iilen
bir degisken olabilmekte iken, bagimsiz degiskenler nicel tiirden kesikli ya da siirekli degisken
olup 6l¢me diizeyleri en az esit araliklidir.



Yukarida Ornek:1.1 de bagimli degisken (giiven durumu: iki kategorili) iken, bagimsiz
degiskenler (yas, kan basinci, agirhik); Ornek:1.2 de bagimli degisken (Dénem: ii¢ kategorili)
iken, bagimsiz degiskenler (X; X, X3  X,)dir, v.s.

AA icin Oncelikle bagimli degiskene karar verilmelidir. Bagimli degiskenin kategorileri
birbirinden tam bagimsiz (mutually exclusive), yani ayrik olmalidir. Bir diger ifade ile her bir
gbzlem sadece bir kategoriye (gruba) yerlestirilebilen bir yapida olmalidir. Bagimli degisken
icin gruplar olusturulduktan sonra, gruplardaki bagimsiz degiskenler belirlenmelidir. AA’nin
amac1 gruplar arasindaki farkliligi en biiylik yapacak olan degisken ya da degiskenleri
belirlemek ve kullanilan bagimsiz degiskenlerin farkliligi temelinde grup tiyeliklerini kestirmek
oldugundan, AA’nin basarisi secilen bagimsiz degiskenler ile yakindan ilgilidir. Bagimsiz
degisken secim islemi, hangi degiskenlerin grup tiyeligi hakkinda daha fazla bilgi saglayacagi
konusundaki teorik bilgiye bagli olarak yapilabilecegi gibi, maliyet, uygunluk ve uygulamada
kolaylik saglayacak 6zelliklere bagli olarak da yapilabilir.

4.2.2. Orneklem Biiyiikliigii: AA’ nde 6rneklem biiyiikliigii icin genel bir yaklasim, bagimli
degiskenin kategorilerini gosteren her bir grupta orneklem biiylikliigi bagimsiz degisken
sayisinin en az 4 veya 5 kat1 olmasidir. Gruplarda bagimsiz degisken sayisindan az gozlem
olmamalidir. Ornegin degisken sayis1 4 ya da 5 iken her bir grup i¢in 6rneklem biiyiikliigii en
az 20 olmalidir. Gruplarda gbzlem sayilarinin (ng, k = 1,2, ..., g) birbirinden farkli olmasi
AA’nde 6nemli bir problem olusturmamakla birlikte, ¢ok farkli 6rnek hacimlerine sahip
gruplarla ¢caligmak tercih edilmemelidir. Boyle durumlarda gézlem sayist ¢ok fazla olan grup/
gruplardan, diger grup/gruplarla karsilastirma yapabilecek diizeyde rsatgele 6rnekler segilebilir.

4.2.3. AA’nin Diger Baz1 Cok Degiskenli Analizlerle Benzerlikleri/Farkhiliklari: AA ile
cok degiskenli varyans analizi (MANOVA) arasinda benzerlik/farkliliklar vardir. AA,
MANOVA’nin tersi olarak kabul edilebilir. Ciinkii;, MANOVA’da bagimsiz degiskenler
gruplar iken her bir gruptaki degiskenler de bagimli degiskenlerdir. AA ise tam tersi oldugu
yukaridaki agiklamalardan goriilmektedir. Ayrica; MANOVA sonucunda elde edilen
istatistiksel onemlilik (gruplar arasinda anlamli bir farkin bulunmasi), yiiksek oranda dogru
siifla anlamina gelmez. Bu nedenle; anlamli bir siniflama ya da ayirim igin istatistiksel
onemlilik gerekli, fakat yeterli degildir.

AA ile lojistik regresyon analizi(LRA) arasinda da benzerlik/farkliliklar vardir. LRA’nde
bagimsiz degiskenler i¢in veri tipi, varyans-kovaryans matrislerinin homojenligi ve cok
degiskenli normallik varsayimi aramazken, AA’nde bagimsiz degiskenlerin siirekli (ya da
kesikli) nicel veri tipinde olmasi, gruplarin homojen varyans-kovaryans matrisli ve gruplardaki
bagimsiz degiskenler bakimindan dagilimlarin ¢ok degiskenli normal dagilim gdstermesi
varsayimlar1 aranir. Bu nedenle, Ozellikle gruplarla ilgili homojenlik varsayiminin
saglanmadig1 durumlarda LRA, AA’ne iyi bir alternatif olabilmektedir. LRA, bagimsiz
degiskenlerin bazilarinin siirekli, bazilarinin da nitel degisken olmalar1 durumunda da AA
yerine kullanilabilmektedir.

Eger bagimsiz degiskenler bakimindan gruplar normal dagilimli fakat, homojen varyans-
kovaryans matrisli degilse, bu durumda kuadratik (karesel) ayirma analizi yaklasimi



kullanilabilmektedir. Bu yaklasimda kuadratik ayirma fonksiyonu gruplari ayirmada ve
gozlemleri siniflandirmada kullanilmaktadir.

4.2.4. Ayirma Analizleri Cesitleri: AA cesitleri bagimli degiskendeki grup sayisina ve grup
varyans-kovaryans matrislerinin homojenlik varsayimini saglayip saglamamasina gore
belirlenmektedir.

i) Dogrusal Ayirma Analizi: Grup varyans-kovaryans matrisleri homojen oldugunda
kullanilir. Bagimli degiskendeki grup sayisina gore ikiye ayrilir. Eger g = 2 ise iki grup
dogrusal ayirim analizi, eger g > 2 ise ¢oklu grup dogrusal ayirim analizi kullantlir.

ii) Kuadratik (karesel) Ayirma Analizi: Grup varyans-kovaryans matrisleri homojen
olmadiginda kullanilir.

4.2.5. Ayirma Analizinin Asamalari: AA iki agsamali bir islem olarak ele alinabilir:
1) Ayirma fonksiyonlarinin 6nemlilik testi
ii) Siniflama (yeni gozlemler i¢in grup iyeliklerinin kestirilmesi)

Ilk asama MANOVA’dakine benzer hesaplamalardan olusur. Tiim bagimsiz degiskenler
dikkate alinarak gruplar arasinda énemli bir farklilik olup olmadig1 ya da incelenen bagimsiz
degiskenlerin dogrusal fonksiyonu yardimiyla gruplarin ayirt edilip edilemeyecegi hipotez testi
ile belirlenir. Bu amagla toplam varyans kovaryans matrisi (S) ve ortak grup i¢i varyans
kovaryans matrisi (S,,4) yardimiyla elde edilecek gok degiskenli F testlerinden veya Wilks’in
A istatistiginin Ki-kare yaklagimindan yararlanilir. Test sonucunda 6nemli bir farklilik
bulunursa (yani ayirici fonksiyonlarin olusturulabilecegi kanisina varildiginda) hangi
degiskenlerin modele katkisinin daha 6nemli oldugu da belirlenebilir.

AA’nde elde edilecek fonksiyonlar, grup ortalamalari arasindaki farkin en biiyiik yapilmasi
prensibine dayanir. Bu kapsamda, kanonik fonksiyonlardan ve Fisher ayirma fonksiyonlarindan
yararlanilir. Kanonik yaklasimda, degiskenlerin en uygu kombinasyonu belirlenerek, birinci
fonksiyonun gruplar arasinda en iyi ayirimi yapmasi, ikinci fonksiyonun ikinci en iyi ayirimi
yapmast saglanir ... ve bu sekilde devam edilir. Yani diger fonksiyonlarda kendisinden
oncekilere gore daha diisiik, fakat kendisinden sonrakilere gore daha yiliksek ayirim yapacak
sekilde olusturulur. Buna ek olarak olusturulan ayirim fonksiyonlari, birbirinden bagimsiz, yani
birbirine diktir. Boylece fonksiyonlarin gruplar arasindaki ayirima katkilari gakigmaz. Ilk
dogrusal fonksiyon degiskenligin (varyansin) en biiylik kismini agiklarken, ikinci dogrusal
fonksiyon birinci fonksiyon tarafindan agiklanamayan degisimin en biiyiik kismini agiklar be
bu siire¢ bu sekilde devam eder.Ardisik olarak kanonik fonksiyonlar1 ve kanonik kokleri elde
etmek icin Kanonik Korelasyon Analizine ihtiya¢ duyulur.

Fisher ayirma fonksiyonlar1 da grup ortalamalar1 arasindaki farkin en biiyiik yapilmasi
prensibine dayanir. Ancak; bu yaklasimda grup sayis1 kadar ayirma fonksiyonu tretilir.



AA’nin ikinci agamasi olan siniflama islemi; kanonik ayirma fonksiyonlari, ¢cok degiskenli
normal dagilim yogunluk fonksiyonu ve Fisher’in smiflama fonksiyonu kullanilarak
yapilabilmektedir.

4.2.6. Ayirma Analizinin Varsayimlari ve Kisitlayicilari: AA’nin iki temel varsayimi ve ii¢
kisitlayicist vardir.

Varsayimlar:

i) Bagimsiz Degiskenlerin Cok Degiskenli Normal Dagilim Gostermesi: Bagimli degiskenin
kategorilerinde bagimsiz degiskenler vektoriine ait dagilimin ¢ok degiskenli normal dagilim ile
uyumlu olmasi varsayilir. Bu varsayimin saglanip saglanmadigi hipotez testi ile kontrol
edilebilir. Ayrica; bagimsiz degiskenlerin herhangi bir dogrusal kombinasyonunun 6rnekleme
dagilimmin da normal dagildigi varsayilir. Cok degiskenli normal dagilim varsayiminin
saglanabilmesi i¢in gerekirse bagimsiz degiskenler iizerine doniisiimler uygulanarak bu
varsayimin doniisiimler yardimiyla saglanilmasina ¢alisilir. Eger her seye ragmen bagimsiz
degiskenlerin ¢cok degiskenli normal dagilim varsayimi saglanmiyorsa, ayirim fonksiyonlar
olarak kullanilacak olan dogrusal fonksiyonlarin kestiriminde sorunlar ortaya cikar. Ciinkii bu
dogrusal fonksiyonlar bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu olacagindan, bu durumda dogrusal
fonksiyonlarin 6rnekleme dagilimi da normal olmaz. Boyle bir durumun ortaya ¢ikmasi halinde
birimlerin siniflandirilmasinda ayirma analizi yerine lojistik regresyon analizi tercih
edilmelidir.

Cok degiskenli bir kitleden ¢ekilen n birimlik bir 6rneklemin dagiliminin ¢ok degiskenli normal
dagilim ile uyumlu olup olmadigini incelemede kullanilan bazi yontemler:

a) Grafik Yontem

b) Mardia’nin basiklik testi
seklinde incelenir.

a) Grafik Yontem:

Degisken sayisinin p > 2 oldugu ¢ok degiskenli bir kitleden rastgele ¢ekilen n birimlik bir
orneklem X; , X, , ..., X,, olsun. Test edilecek hipotezler:

Hy: Orneklem, N, (E , E) dagilimi ile uyumludur
H;: Orneklem, N, (E , Z) dagilimi ile uyumlu degildir (4.2)

seklinde olusturulur. Teorik dagilimin parametreleri (E , E) bilinmediginden 6rneklemden

tahmin edilmesi gerekir. u kitle ortalamasi parametresinin tahmin edicisi X = %Z?zl& ornek
ortalama vektorii iken, X kitle varyans-kovaryans matrisi parametresinin tahmin edicisi S =
ﬁ (X - )Z) (X; - )Z) ornek varyans-kovaryans matrisidir. i = 1,2, ...,n i¢in her bir
gozlemin H, hipotezi altinda teorik normal dagilimin ortalamasina olan Kare Mahalanobis



Uzakliklart m? = (& — X)’S _1(& — X) ‘ler hesaplanir. Bu uzakliklar kiigiikten biiyiige

dogru siralanir, s6z konusu sirali dizi m¢;y < mf,y < -+ < mg, olsun. Daha sonra i =

1,2,...,n i¢in her bir gozleme karsilik P; =% olasiliklar1 ve Pr()(zz, < )(12) =P; bu

olasiliklara karsiik gelen y? degerleri, Ki-Kare dagiliminin birikimli olasilik dagilimi
yardimiyla hesaplanir. Bunun i¢in paket programlardan yararlanabiliriz (Excell, Matlab, SPSS).
Boylece i = 1,2, ...,n i¢in (m(zi) , )(lz) nokta ikilileri koordinat diizlemine yerlestirilir. Bu
noktalarin dagilimi yaklasik olarak bir dogru tlizerinde dagilim gosteriyorsa, bu takdirde H,
kabul edilir ve 6rneklemin dagiliminin, ¢ok degiskenli normal dagilim ile uyumlu oldugu
sOylenir. Aksi takdirde; yani noktalarin dagilim1 bir dogru etrafinda bir dagilim gdstermiyorsa
H, ret edilir ve 6rneklemin dagiliminin, ¢cok degiskenli normal dagilim ile uyumlu olmadig:
sOylenir.

Tablo 4.5 Cok Degiskenli Normal Dagilima Uyumluluk Testi islem Tablosu

i m? T R L R
! n

1 m? mé P x?

2 mj mgy P, X3

2 : 2

n my mgn) b, Xn

b) Mardia’nin basikhik testi: Test edilecek hipotezler (4.1) tamimlandigi gibidir. Test
istatistigi olarak kullanilacak olan ¢ok degiskenli basiklik katsayist;

A

1
Yop =3 i=1 m? (4.2)

dir. Burada m? = (X; — )Z)'S‘l(& — X) dir.

H, dogru iken ; test istatistigi olan ¢ok degiskenli basiklik katsayisinin 6rnekleme dagilimi igin;

~ 8 2
Vap~N (p(p +2); M) (4.3)

n

olup, test istatistigi,
_ Y2p—p(p+2)

/8p(p+2)
n

standart normal dagilim olacaktir. Esitlik (4.4) ile hesaplanan deger Z;, olsun. Pr(Z < Z,) = p
Ve a dnem seviyesi olmak tizere H;-¢ift yonlii iken karar kurali, eger; 2p < a ise H, ret edilir

Z ~N(0,1) (4.4)

ve orneklemin dagiliminin, ¢cok degiskenli normal dagilim ile uyumlu olmadig1 séylenir. Eger;



2p = a ise Hy kabul edilir ve orneklemin dagiliminin, ¢ok degiskenli normal dagilim ile
uyumlu oldugu sdylenir.

Ornek 4.5 En az bir canli dogum yapmis kadinlar {izerinde X,: Kadmin hemoglobin diizeyi
ve X,: Kadmin yas1 degiskenlerine ait dlglimler asagidaki gibi diizenlenmistir. Bu iki degiskenli

verinin N, (,u , Z) dagilimi ile uyumlu olup olmadigina %5 6nem seviyesinde karar veriniz?

Birim X4 X, Birim X, X,
(Kadin) (Kadin)

1 13 20 9 10 42
2 14 25 10 12 30
3 12,5 40 11 10,5 35
4 12 22 12 10 28
5) 12,5 33 13 11 25
6 12 35 14 9 40
7 11 21 15 11,5 33
8 10 25

Coziim Hipotezler;

Hy: Cok degiskenli 6rneklemin dagilimi, N, (,u , E) dagilimi ile uyumludur.

Hy: Cok degiskenli 6rneklemin dagilimi, N, (/,t , Z) dagilimi ile uyumlu degildir.

i) Grafik yontemini uygulayalim. Her bir gozlemin 6rnek ortalama vektoriine olan kare
Mahalanobis uzakliklarini hesaplayabilmek icin, 6nce 6rneklemin ortalama vektort ile varyans
kovaryans matrisini ve bu matrisin tersini bulmaliyiz.

_ 11,400] oS = [1829 —3,293] 1= [0 ,616360 0,038664
~ 130,267 3,293 52,4951" 0,038664 0,021475

[><

i.nci gozlemin 6rnek ortalamasina olan kare Mahalanobis uzaklig::
= (X - X)Ss'(X - X), i=12,..,n

olup, i = 1i¢in X; [ ] ve

[—10 267

0,616360 0,038664 1,6
2 _ _ ) ’ )
mp = (16 —10,267] [0,038664 0,021475) |-10.267
gozlemler i¢in de benzer sekilde uzakliklar hesaplanabilir. Her bir birim icin s6z konusu

= 2,571  bulunur.  Diger

uzakliklar, bu uzakliklarin sirali uzakliklari, P; = % olasiliklar1 ve Pr()(p < ){2) P;
esitligi ile bulunan y? degerleri asagidaki Tablo 1.6°da verilmistir.

i=11igin x? degeri Pr(y2 <xy?)=P, = Pr(x? <x?)=0,03 = y?=0,061 olup,
digerleri de benzer sekilde hesaplanabilir. i = 1,2, ...,15 igin (m(l) )(l) nokta ikilileri i¢in
serpme diyagrami (sagilim grafigi) Grafik 1.1°de olusturuldu. Bu grafige gore noktalarin
genellikle bir dogru lizerinde dagilim gosterdigi sdylenebilir, sadece 15.nc1 gézlem dogrudan
onemli derecede sapma gostermektedir.. Bu sebeple H, hipotezinin ret veya kabul edilme karari



kuskuludur, diger yontemlere de bakmak ve birlikte degerlendirmekte yarar vardir. Boylece

orneklemin dagiliminin, N, (E , Z) dagilimi ile uyumlu oldugunu sdylemek siiphelidir.

SPSS ile hesaplamalar algoritmasi:
Adim:1 Degiskenleri (bagimsiz) tanimla, 6zelliklerini gir ve verileri gir

Adim:2 Mahalanobis kare uzakliklarin1 hesaplayabilmek ic¢in bir kukla bagimli degisken
tanimla ve keyfi veri gir

Adim:3 P; olasiliklarin1 hesaplayabilmek i¢in gozlem sira no’lar1 (1’den n’e kadar) birim
degiskeni olarak girilir

Adim:4 Orneklem ortalama vektorii ile varyans-kovaryans matrislerini hesaplamak igin
Analyze > correlate > Bivariate yolunu izleyerek agilan ekranda, bagimsiz degiskenleri
listeden secip Variables islem kutusuna aktar ve Options penceresini agarak statistics
boliimiinde sunulan iki tercihi de isaretle. Continue ve OK tuslari ile istenilenleri hesaplat ve
¢iktt (Output) sayfasinda sunulan bilgileri (ortalama vektorleri ve varyans-kovaryans
matrislerini) diizenle.

Adim:5 Mahalanobis kare uzakliklarini (mf) hesaplamak i¢in Analyze > regression >
Linear yolunu izleyerek agilan ekranda, bagimli degiskeni dependent islem kutusuna,
bagimsiz degiskenleri de independents islem kutusuna aktar. Save penceresini agarak
distances bolimiinde Mahalanobis segenegini isaretle. Continue ve OK tuslarina tikla,
sonuglar veri sayfasina yeni bir degisken olarak en son siituna eklenir.

Adim:6 Sirali Mahalanobis kare uzakliklarini (m%i)) elde etmek igin, veri giris sayfasinda

verilen Mahalanobis kare uzakliklarini (mlz) slitunun en st satir1 tizerine Mouse ile gelip sag
tiklayinca agilan segeneklerden sort ascending tiklanir ve bu siitundaki uzakliklarin kiigiikten
biiytige siralandig1 gortiliir.

Adim:7 Her bir birime karsilik gelen P; olasiliklarini elde etmek i¢in Transform > Compute
variable yolu izlenerek agilan ekranda target variable kutusuna olasilik (P; ) yazilir, Niimeric
expression islem kutusuna ((Birim -0,5) /n) fonksiyon tanimlamasi yapilir ve OK
tiklanarak olasiliklar hesaplatilir. Sonuclar veri giris sayfasinda en son siitunda yeni bir
degisken olarak sunulur.

Adim:8 Her bir P; olasiliklarina karsilik gelen Ki Kare degerlerini hesaplamak i¢in Transform
> Compute variable yolu izlenerek agilan ekranda target variable kutusuna Ki kare yazilir.
Sonra Function Groups igerisinden Inverse DF ve Functions and Special Variables segenek
kutusundan 1df.Chisq secenegi secilir ve yandaki aktarma butonu ile Niimerik Expression
islem kutusuna aktarilir. Ekranin sol tarafinda yer alan kayitli degiskenler listesinden olasilik
degiskeni secilerek birinci soru isaretinin yerine ve serbestlik derecesi (df=p degisken sayisi)
ikinci soru isareti yerine girilir. OK tusu tiklandiginda sonuglar veri giris sayfasinda yeni
degisken Ki kare olarak en son siitiinde yer alacaktir.

Adim:9 Verilere ait (m%i),)(%) nokta ikilileri ile serpme diyagrami ¢izmek i¢in Graphs >
legacy dialogs > Scatter Dots > Simple scatter > Define yolunu izleyerek agilan ekranda, Y



AXis igslem kutusuna Ki Kare ve X Axis islem kutusuna da m%i) degiskenleri aktarilir. Ok tusu
ile islem bitirilir, grafik ¢ikti sayfasinda sunulur.

Tablo 4.6 Cok Degiskenli Normal Dagihma Uyumluluk Testi islem Tablosu

i m; mf, p, - i—0,5 P m?
n
1 2,571 0,187 [(1—0,5)/15] = 0,03 061 | 6610
2 3,703 0,211 0,10 211 13,712
3 3,608 0,651 0,17 373 13,018
4 1,306 0,857 0,23 ,523 1,706
5 1,139 0,922 0,30 713 1,297
6 0,922 1,139 0,37 ,924 ,850
7 2,229 1,306 0,43 1,124 4,968
8 2,374 1,564 0,50 1,386 5,636
9 2,894 2,229 0,57 1,688 8,375
10 0,211 2,374 0,63 1,989 ,045
11 0,651 2,571 0,70 2,408 ,424
12 1,564 2,894 0,77 2,939 2,446
13 0,857 3,608 0,83 3,544 ,734
14 3,778 3,703 0,90 4,605 14,273
15 0,187 3,778 0,97 7,013 ,035
15
2.,.m
=1
=74,13
8,000
IE
,000]
i
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]
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Grafik 4.1 Verilere ait (m%i), xlz) nokta ikilileri icin serpme diyagrami



iii) Mardia’min basikhik testi: ile inceleyelim. Cok degiskenli basiklik katsayisi ?Zp =

1 ~ 8 2
= izlm? olup, Hy dogru iken ornekleme dagilimi y2p~N (p(p+2); %)

n
oldugundan, test istatistigi;

_ Y2p—p(p+2)

7 ~N(0,1)
8p(p+2)
n
dir. Her bir gozlem igin mf degerleri Tablo 1.6’da verilmistir. Buna gore ¥, = % =

4,942 ve p = 2 icin test istatistiginin H hipotezi altinda alabilecegi deger;

Zh — 4,942-2+4 — —1,48

8x2%4
15

olarak bulunur. p = Pr(Z < Z,) = Pr(Z < —1,48) = 0,5000 — 0,4306 = 0,0694 olup, H,
¢ift yonlii oldugundan 2p = 2 * 0,0694 = 0,1388 ve a = 0,05 iken, 2p > a oldugundan H,

hipotezi ret edilemez ve boylece drneklemin dagilimi, N, (E , Z) dagilimi ile uyumludur.

ii) Bagimsiz Degiskenlerin Varyans-Kovaryans Matrislerinin Homojenligi: AA, varyans
kovaryans matrislerinin homojenligine karst ¢ok duyarlidir. Bu duyarliligi etkileyebilecek
durumlar:

1) Bagimli degiskenin kategorilerinde 6rneklem biiytikliigii yetersiz oldugunda ve varyans-
kovaryans matrisleri homojen olmadiginda, siniflandirma fonksiyonlarinin kestirim
islemlerinin istatistiksel 6nemliligi olumsuz olarak etkilenir.

i1) Bagimli degiskenin kategorilerinde 6rneklem biiytikliiglinlin yeterli olmasi, ancak; varyans-
kovaryans matrislerinin homojen olmamas: durumunda, goézlemler daha biiylik kovaryansa
sahip olan gruplara yanliglikla siniflandirilabilir. Bu sebeple AA 6ncesinde grup i¢i varyans-
kovaryans matrislerinin homojenligi Box M testi ile incelenmelidir.

ii1) Varyans kovaryans matrislerinin homojen olmamasi durumunda doniisiimlerden
yararlanarak homojenlik saglanabilir. Bu amagla gruplara gore her bir bagimsiz degiskenin
incelenmesi gerekir. Ya da, gruplara gore verilerin ¢ok degiskenli normal dagilim gosterdigi,
ancak varyans kovaryans matrislerinin benzer olmadig1 durumlarda karesel (kuadratik) ayirma
analizi tercih edilir.

4.3 Ayirma Analizine Iliskin Temel Esitlikler ve Ek Aciklamalar

4.3.1 Degiskenlerin Ayirim Giicii ve Anlamh Boyut Sayisi

Ayirma  fonksiyonlar1 olusturulmadan Once, bagimsiz degiskenlerin olusturacagi
kombinasyonun gozlemleri gruplara atamada bagarili olup olmayacaginin belirlenmesi gerekir.
Yani, olusturulacak ayiric1 fonksiyonlarin ayricilik giicii istatistiksel anlamlilik agisindan



degerlendirilir. Bagimli degiskene ait grup (kategori sayis1) g ve her bir gruptaki bagimsiz
degisken sayist p olmak iizere, ayirma fonksiyonlarinin sayis;

r=min(g — 1,p) (4.5)
ile bulunur. Degiskenlerin ayirim giicii i¢in test edilecek hipotezler;

H, : Bagimsiz degiskenler gruplart ayirmada 6nemsizdir

H, : Bagimsiz degiskenler gruplar: ayirmada onemlidir (4.6)
seklinde kurulurken, Anlamli boyut sayisini belirlemek i¢in hipotezler;

H, : j.nci ayirma fonksiyonu 6nemsizdir

Hy : j.nci ayirma fonksiyonu onemlidir , j = 1,2,...,1 4.7

seklinde kurulur ve H, hipotezi kabul edilinceye kadar ardisik olarak tekrarlanir. (4.6) ile
verilen H, hipotezini MANOVA analizinde kullanilan Wilks Lambda istatistigi (A) ile test
edebiliriz. Bu amagla bagimsiz degiskenler kiimesine ait toplam varyans (T') gruplar arasindaki
farklihiga iliskin varyans (B) ve gruplar i¢i farklihiga (hataya) iliskin varyans(W) seklinde
birbirinden bagimsiz iki kaynaga boliintir, dyleki:

T=B+W (4.8)
dir. Burada:

T: Genel kareler ve ¢carpimlar toplam1 matrisi

T=30 5P (% - X )X -X ) “9)

B: Gruplar arasi kareler ve ¢carpimlar toplam1 matrisi

=3 (X, -X ), -X) (4.10)

W': Hata kareler ve ¢arpimlar toplami matrisi

W =3, ik ()_(ki—Zk ) (X_ki—Xk ) (4.11)
esitlikleri ile hesaplanirken,

Xk : k.nc1 gruba ait drnek ortalama vektorii
J— 1 n
X, =S X k=129 (4.12)

X : Genel 6rneklem ortalama vektrii



X .= X, k=1 %im1 Xk i = N 2= T X (4.13)

esitlikleri ile hesaplanmaktadir. Burada N = Zi’:lnk genel Ornek birim sayist ve Ny k.nci

gruba ait 6rnek birim sayisidir. B ve W matrislerinin serbestlik dereceleri sirast ile (g — 1) ve
(N — g) dir. Bu bilgilere dayali olarak, Wilks’in Lambda istatistigi,

_ 1wl
|B+W |

L0<A<1 (4.14)

seklinde ifade edilir. Wilks’in Lambda istatistiginin &rnekleme dagilimi F veya y?
dagilimlarina yaklagsmaktadir. Bu yaklasimlar Tablo 4.7 de verilmistir.

Karar: a dnem seviyesi, test istatistiklerinin 6rnekten hesaplanan degerleri de F istatistikleri
icin F, ve y? istatistikleri icin de y? olsun. Kritik degerler ise ilgili dagilima ait serbestlik
dereceleri ve a 6nem seviyesi dikkate alinarak belirlenecek olan tablo degeri olmak iizere F, ve
x? ile gosterilsin. Eger, F, < F; veya (x? < x2) yadap > a ise (4.6) ile verilen H, hipotezi
ret edilemez ve boylece bagimsiz degiskenlerin gruplari ayirmada 6nemsiz olduguna karar
verilir. Eger, F, > F, veya (y7 > y?) yadap < a ise (4.6) ile verilen H, hipotezi ret edilir ve
boylece bagimsiz degiskenlerin gruplar1 ayirmada 6nemli olduguna karar verilir. Diger bir
ifadeyle, bagimsiz degiskenlerin olusturacagi dogrusal fonksiyonlar yardimiyla g tane grubun
birbirinden ayirt edilebilecegine ve yeni bir birimin gruplardan birisine dogru olarak
atanabilecegine karar verilir.

Tablo 4.7 Wilks’in Lambda istatistiginin F veya y? dagiimlarina yaklasim

Degisken sayis1 | Grup sayis1 | F dagilmina yaklasim F dagiliminin s.d.
p=1 g=2 (N—g)(l—A> G-, N-g)
g—1 A
p=2 g=2 <N—g—1)<1—\/K> 2(9-1,2(N-g-1)
g—1 VA
p>2 g =2 (N—P—1)<1—A> (), (N-p—1)
D A
p > 2 g=3 (N—p—Z)(l—x/K) (2p),2(N—-p—2)
P VA
x?* dagithmina yaklasim x?* dagithminin s.d.
(r+9)
L=—[N—1——2 ln(A) p(g—l)

Diger taraftan (4.7) ile verilen H, hipotezini test etmek i¢in gerekli olan test istatistigi,

A1y Ay, ooy Ay ler W1B matrisinin sifirdan farkli 6zdegerleri ve m énemli dzdeger veya

ayirma fonksiyonu sayisi olmak iizere (r < pvem = 0,1,...,r — 1)

(p+9)
v=|N-1-22 5 i1+ ) ~ X myg1om (4.15)



seklinde tanimhidir. Burada A; > A, > +-+ > A,. siralamasi mevcut oldugundan ve her bir
O0zdeger farkli bir ayirma fonksiyonunu tanimlayacagindan, bu test islemi ile ayirma
fonksiyonlarmin énemliligi ardisik olarak H, hipotezi kabul edilinceye kadar tekrarlanir.

1. Adim Once j = 1 alinip A,6zdegerinin, yani birinci ayirma fonksiyonunun énemli olup
olmadigi test edilir. Bu durumda (4.7) ile verilen hipotezler:
H,: Birinci ayirma fonksiyonu énemsiz (1; = 0)

H;: Birinci ayirma fonksiyonu énemli (41 > 0)

Bu adimda heniiz 6nemli ayirma fonksiyonu olmadigindan m = 0 dir. V}, : test istatistiginin

ornekten hesaplanan degeri olsun. @ 6nem seviyesi olmak lizere, eger; V), < )((Zp)(g_l). o Yani

p = a ise H, ret edilemez. Boylece birinci ayirma fonksiyonunun ve dolayisiyla A; > A4, >

+++ > A, siralamasi geregince tiim ayirma fonksiyonlarinin dnemsiz olduguna karar verilir.

Eger; V}, > )((Zp)(g_l);a yani p < a ise H, ret edilir. Boylece birinci ayirma fonksiyonunun
onemli olduguna karar verilir ve 6nemli ayirma fonksiyon sayis1 bu adim sonunda m = 1 alinir,

ikinci ayirma fonksiyonunun veya A, 6zdegerinin énemli olup olmadigini test etmek igin ikinci
adima gegilir.

2. Adim Yeni hipotezler (m = 1)
H,: Ikinci ayirma fonksiyonu 6nemsiz (A, = 0)
H,: ikinci ayirma fonksiyonu énemli (A, > 0)

Esitlik (4.15) ile hesaplanacak olan test istatistiginin alabilecegi deger V, olsun. @ 6nem
seviyesi olmak iizere, eger; V), < X(zp—l)(g—z);a! yani p > a ise H, ret edilemez. Boylece

ikinci ayirma fonksiyonunun ve dolayisiyla A, > -+ > A, siralamas1 geregince geriye kalan
tlim ayirma fonksiyonlarinin 6nemsiz olduguna karar verilir.

Eger; V), > )((Zp_l)( g-2)a yani p < a ise H, ret edilir. Bdylece ikinci ayirma fonksiyonunun
onemli olduguna karar verilir ve 6nemli ayirma fonksiyon sayist bu adim sonunda m = 2 alinir,

ligiincii ayirma fonksiyonunun veya A3 6zdegerinin 6énemli olup olmadigmn test etmek igin
ticiincli adima gegilir.

Bu adimsal siire¢ Hy hipotezinin kabul edildigi asamaya kadar devam eder. Bu asamada test
edilen ayirma fonksiyonu ve buna karsilik gelen 6zdeger ile birlikte 6zdegerler arasindaki
biiylikliik siralamasi geregince, kendisinden kiiclik olan diger 6zdegerler ve bunlara karsilik
gelen ayirma fonksiyonlari 6nemsiz olacaktir. Bu sebeple bu fonksiyonlar ihmal edilirler.

Onemli olduguna karar verilen ayirma fonksiyonlar: yardimi ile gruplar arasinda ayirim
yapilabilir. Ozdegerler arasindaki biiyiikliik siralamasi geregince gruplar arasinda en iyi ayirimi
birinci ayirma fonksiyonu yapacaktir, diger bir ifade ile gruplar aras1 varyansin (degisimin) en
biiyiik kismimi birinci ayirma fonksiyonu agiklayacaktir. Ikinci ayirma fonksiyonu, birinci



ayirma fonksiyonun gruplar arasi varyansin agiklayamadigi kismmin en biiyiik kismim
aciklayacagindan birinci ayirma fonksiyonundan sonra gruplari en iyi ayiran ayirma fonksiyonu
olacaktir. Digerleri de bu sekilde degerlendirilir. Yani diger onemli ayirma fonksiyonlarindan
herhangi birisi gruplart ayirmada kendisinden Oncekilere gore daha kot bir performans
gosterirken, kendisinden sonrakilere gore daha iyi performans gosterecektir.



