ILTEMEL BILESENLER ANALIZIi

p > 1 degisken sayisi olmak iizere, X' = [X1 X, .. Xp] degiskenler vektorii verilsin. E (}_() =
p ve Cov(X) = X oldugunu kabul edelim. p ve £, X degiskenler vektriinin temsil ettigi
kitlenin parametreleri oldugundan genelde bilinmezler. Bu durumda en ¢ok olabilirlik tahmin
yontemi ile 6rneklemden tahmin edilmeye ¢alisilir. Bu amagla ilgili kitleden n birimlik bir
rastgele 6rnek gekilir. Ornek birimleri X 1, X 5, ... , X, gdzlem vektorleri olmak iizere;

p parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi X = %Z{;l X ; ornek ortalama vektorii iken

X parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi § = ﬁZ?:l(Ki _X)(Ki _X), ornek

varyans-kovaryans matrisidir. Burada i-nci gozlem vektérii X'; = [X1;X5; .. Xpi| ,i=1,n
olup, p-boyutlu uzayda bir nokta ile temsil edilebilir. Biitiin gézlemler p-boyutlu uzayda birer

nokta ile temsil edildiginde ortaya bir noktalar kiimesi (bulutu) ¢ikacaktir.

Cok degiskenli istatistiksel analiz teknikleri genel olarak p tane degiskeni ya da bu p tane
degisken iizerinde 6l¢iimii yapilann tane birimi (birey veya nesne) ele almakta ve 6l¢iimlerden

elde edilen veri yapilarini incelemektedir. Ornegin;

v Degiskenlerden birisini ya da bir kagini agiklanan (bagimli) degisken, geriye kalanlari
aciklayict (bagimsiz) degisken olarak ele alip, agiklayici degiskenler yardimiyla
aciklanan degiskenleri agiklamaya c¢alismak (Regresyon analizi: Coklu veya ¢ok
degiskenli lineer regresyon)

v" Degiskenleri iki ruba ayirarak, her bir gruptaki degiskenlerin lineer fonksiyonlari olacak
sekilde yeni degiskenler bulmaya ¢alismak (Kanonik korelasyon analizi)

v' Bu p tane degiskeni bagimli degiskenler kabul edip, bir ya da birden fazla faktorler
yardimiyla, faktorlerin bagimli degiskenler {izerine etkisini incelemek (Cok degiskenli
varyans analizi)

v Uzayda noktalarla temsil edilen gbzlemlerin birbirlerine benzer olanlarini gosteren
kiime veya siniflar1 belirlemek (Kiimeleme analizi, siniflama analizi)

v' Birbirlerine benzer gézlemlerin belirledigi siniflar1 birbirinden ayiran fonksiyonlari
bulmak ve bu fonksiyonlar yardimiyla yeni gozlemleri bu simiflara atamak

(Diskriminant analizi)

X1, X3 s Xp ile gosterilen bu degiskenlerden bazilarmin birbiri ile iliskili (bagimli) olmasi ve
degisken sayisinin ¢ok fazla, yani p’nin ¢ok biiyiikk olmasi durumunda, bahsedilen bu
analizlerin uygulanmasinda arastiriciya bir takim sorunlar ¢ikarabilmektedir.
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v’ Degisken sayisinin ¢ok fazla olmasi hem islem yiikiinii ve maliyeti arttirir hem de elde
edilen sonuclarin yorumlanmasinda giigliikler ortaya ¢ikartabilir.

v' p (bagimh degisken sayis1) >n (gozlem sayisi) ise regresyon analizinde ¢oziimleme
etkisiz ve hatta imkansiz olabilir. Ote yandan p = s.d, 4., iken varyans analizinde
uygulanan testin giicii diiser, eger p > s. dj ;4 15€ test uygulanamaz.

v' Bagimsiz (agiklayici) degiskenlerin yiiksek derecede iliskili olmasi durumunda
regresyon analizinde regresyon parametrelerinin tahminleri tutarsiz olabilir. Cilinkii bu

durumda ¢oklu baglanti sorununun ortaya ¢ikmasit muhtemeldir.

Bahsedilen bu tiir sorunlarin giderilmesinde bagvurulacak istatistiksel tekniklerin en 6nemlisi

temel bilesenler analizi (TBA) dir.

TBA, baslangi¢ sistemindekip tane X; degiskenlerinin varyans-kovaryans veya korelasyon
yapisini daha az sayida ve bu degiskenlerin dogrusal bilesimleri olan yeni degiskenlerle ifade
etme yontemidir. Diger bir ifade ile aralarinda orta ya da yiiksek derecede korelasyonlar olan p
tane X; degiskenlerinin agikladig1 yapiy1 (varyans-kovaryans veya korelasyon) daha az sayida
(k < p) ve baslangic degiskenlerin dogrusal fonksiyonlari olan yeni degiskenlerle ifade etme

yontemine TBA denir.

TBA’nin ti¢ temel amaci vardir. Bunlar:

1) Degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini ortadan kaldirmak (¢coklu baglantiyr gidermek)
ii) Boyut (veri) indirgemesi yapmak

111) Bagka istatistiksel analizler i¢in veri hazirlamak

seklinde ifade edilir. TBA bu ii¢ amac1 gerceklestirirken baslangi¢ sistemine ait toplam varyansi

da biiyiik oranda agiklamaya 6zen gosterir. Baslangi¢ sistemine ait toplam varyans:

Ofop. = 12(8) = 011 + 05 + -+ 0y , (Z — biliniyorsa) (2.1)
0fop = 12(8) = 511 + S52 + -+ 5, , (E — bilinmiyorsa) (2.2)
esitlikleri ile verilir.

TBA’ne duyulan ihtiyacin gerekgeleri su sekilde agiklanabilir:

1) Bir olusumu ya da istatistiksel olayr tanimlamada p tane degisken kullanilmigsa, bu

degiskenlerin belirledigi toplam varyansi ifade etmek lizere k sayida temel bilesen bulmak,



boylece daha az sayida degisken ile galisarak p-boyutlu uzay yerine k-boyutlu (k < p) bir
uzayda ¢alismak, yani boyut indirgemek amaglanir. Burada ptane orijinal degiskenler arasinda
yilksek ya da orta diizeyde korelasyonlar olabilir. Durum bdyle iken, bu degiskenlerin
belirledigi toplam varyansi ifade etmek {izere aralarinda korelasyon bulunmayan k sayida

dogrusal bilesen (temel bilesen) ile orijinal durumu agiklamak miimkiindiir.

i) Cok degiskenli istatistiksel analiz tekniklerinde genellikle degiskenler arasinda 6nemli
diizeyde yiiksek kovaryans ya da korelasyon olmasi arzu edilmez. Kovaryans veya
korelasyonlardan veri setinin arindirilarak kullanilmasi daha uygun olur. Bu sebeple p tane
iligkili degiskeni bu degiskenlerin dogrusal bilesenleri olan ve aralarinda korelasyon

bulunmayan yeni yapay degiskenlerle (temel bilesenlerle) ifade etmek miimkiindiir.

ii1) TB’ler bizzat kendileri bir sonu¢ olmaktan ziyade, sonu¢ almayir saglayici ozellige
sahiptirler. Ciinkli TB’ler daha kapsamli incelemeler i¢in bir ara adim 6zelligi tagirlar. Coklu
lineer regresyon uygulanmasi istenilen fakat lineer regresyon varsayimlarindan birisi olan ¢oklu
baglant1 sartinin yerine gelmemesi nedeniyle lineer regresyon analizinin uygulanamadigi
durumlarda ¢oklu lineer regresyona bir giris degeri olabilir. TB’ler, genellikle birimlerin bazen
de degiskenlerin siniflandirilmasinda kullanilan kiimeleme analizinde bir veri olabilecegi gibi,
Ol¢eklenmis (agirliklandirilmis) temel bilesenler veya faktor analizi modelleri i¢in kovaryans

matrisinin bir faktorlesmesi olabilirler.
I1.1 Temel Bilesenler Analizinin Gerekliligi

X1, X3, ..., X}, degiskenlerinin veya X' = [Xl X, .. Xp]: p X 1 boyutlu degiskenler vektoriiniin
olusturdugu kitle igin kitle ortalama vektorii E(X) = p ve kitle varyanskovaryans matrisi

Cov(X) = Z olsun. Bu durumda X degiskenler vektériiniin standart degiskenler vektorii;

212 = Kos|ay, 0, ..., 0, olmak iizere
_Zl_
Zy

Z= = (z/2) (X - E) (2.3)
7,




seklinde tanimlanir. Burada k = 1, 2, ..., p i¢in gy, = /0y, olup, X degiskenine ait standart

sapmayi gostermektedir. Eger g ve X bilinmiyorsa standart degiskenler vektori; S1/2 =

Ké')s[sl, S5, ...,sp] olmak lzere
z=(s"?)"(x-X) (2.4)

doniistimii ile elde edilir. Burada k = 1, 2, ..., p i¢in s, = /sy olup, X}, degiskenine ait 6rnek

standart sapmasin1 gostermektedir.

Standart degiskenler vektorii icin ortalama vektori; E(Z) =0:px 1 iken; Kor(X) =
Cov(g)zR:po boyutlu korelasyon matrisidir (Gosteriniz?). Bu durumda standart
degiskenler sistemi igin toplam varyans; of,, =iz(R) =p dir. Eger X ya da Z’nin
degiskenleri arasinda tam ya da tama yakin bagimsizlik varsa, yani R = I, oluyorsa, bu
durumda baslangi¢ sistemine ([X1X2 Xp] veya [2122 Zp])TBA’nin uygulanmasina
gerek yoktur. R =1I, olmasi, baslangic sistemine ait X = [}_(1 X, .. }_(n]:p X n veri
matrisinden elde edilen Z=[Z, Z, .. Z,]:p xn standartlastirilmis veri matrisindeki
gozlem noktalarmmn (Z;,i=1,n ) p-boyutlu uzayda bir kiire olusturmasi anlamma
gelmektedir. R = I, olmas1 aym zamanda X = Kbs[an, 022, ...,O'pp] (veya S = Kbs[sn,
S22, ...,spp] ) olmasi anlamina geleceginden, bu durum baslangi¢ sistemine ait gozlem

noktalarmnin (X ; ,i = 1,n ) p-boyutlu uzayda bir elipsoid meydana getirdigini gosterir.

Deneysel veriler igin hangi durumlarda R = I, kabul edilecegi bir hipotez testi ile kontrol

edilebilir. Bu amagla uygulanan teste Kiiresellik Testi denir. Kiiresellik testi i¢in hipotezler:
Hy:R =1,
Hy:R#1, (2.5)

seklide kurulur.H, hipotezini test etmek i¢in test istatistigi;

2p+5

Xz = — [n — 1 6 ]ln(lRDNXIg(p_l) (26)
2

dir. Karar kurali; @ 6nem seviyesinde H, ’e gore kritik deger y? = 2 . olmak iizere, eger
1 t r(p-1) a s
=

x% > x? ise H, hipotezi ret edilir. Bu durumda baslangig sistemine TBA’nin uygulanmasi



gereklidir. Eger y? < y? ise H, hipotezi ret edilemez. Bu durumda baslangic sistemine

TBA’nin uygulanmasi gerekmez.
I1.2 Temel Bilesenlerin Elde Edilmesi

Temel bilesenlerin elde edilmesinde, baslangi¢ sistemine ait degiskenlerin 6lgiim birimlerinin
aynt tiirden olup olmamasi ve kitle varyans-kovaryans matrisinin bilinip bilinmemesi dikkate

alinir.

1) Baslangi¢ sistemine ait degiskenler ayni tiirden 6l¢iim birimlerine sahip ve kitle varyans-

kovaryans matrisi biliniyorsa, elde edilecek olan temel bilesenler Kitle temel bilesenleri adini

alir ve T matrisine ait bilgiden yararlanarak elde edilir. Bu temel bilesenler X, (k = 1,p)

baslangi¢ degiskenlerinin lineer fonksiyonlar1 olacaktir.

i1) Baslangi¢ sistemine ait degiskenler ayni tiirden 6l¢iim birimlerine sahip ve kitle varyans-

kovaryans matrisi bilinmiyorsa, elde edilecek olan temel bilesenler 6rnek temel bilesenleri adini

alir ve S matrisine ait bilgiden yararlanarak elde edilir. Bu temel bilesenler X, (k = 1,p)

baslangi¢ degiskenlerinin lineer fonksiyonlari olacaktir.

ii1) Baslangic sistemine ait degiskenler farkli tiirden 6l¢iim birimlerine sahipse, temel bilesenler

p veya R matrisine ait bilgiden yararlanarak elde edilir. Bu temel bilesenler Z,, (k = 1,p)

standart degiskenlerinin lineer fonksiyonlar1 olarak elde edilecektir.
I1.2.1 Kitle Temel Bilesenleri

X = [Xle Xp]: p X 1 boyutlu rastgele degiskenleri vektoriiniin olusturdugu kitle igin kitle
ortalama vektdrii E(X) = p:p x 1, kitle varyans-kovaryans matrisi Cov(X) = £ :p x p ve
kitle korelasyon matrisi Kor(X) = cov(Z) = p : p x p olsun. X, (k = 1,p) degiskenlerinin
ayni tiirden (veya farkli tiirden) 6lglim birimlerine sahip oldugunu ve ¥ matrisinin (veya p

matrisinin) de biliniyor oldugunu kabul edelim. Eger X, (k = 1,p) degiskenleri ayni tiirden

Ol¢tim birimlerine sahipse, TB’ler X matrisine ait bilgi kullanilarak elde edilir. Eger X, (k =
1,p) degiskenleri farkh tiirden Slgiim birimlerine sahipse, TB’ler p matrisine ait bilgi
kullanilarak elde edilir. TB’ler, cebirsel anlamda birbirleri ile iliskili olan X, (k = 1,p)
degiskenlerinin [veya Z, (k = 1,p) degiskenlerinin] dogrusal fonksiyonlari olacagindan, j-

nci TB; eger X matrisine ait bilgiler kullanilacaksa

Yj = EIJX = alel + aj2X2 + -+ aijp , ] = 1, 2, v, P (27)



seklinde, eger p matrisine ait bilgiler kullanilacaksa

Vi =a Z=0a7Z+apZy+ o+ a7, j=1,2,.,p (2.8)
seklinde yazilabilir. Bu durumda j-nci TB’nin varyansi; Esitlik (2.7)’ye gore;

Var(Y;) =Var(a';X) = a'jVar(X)a;=a'2a;j=12,..,p (2.9)
iken, Esitlik (2.8)’e gore:

Var(Y;) =Var(a';,Z) =a'Var(Z)a; =a';pa;,j=1,2,..,p (2.10)
olarak elde edilir. Ayrica j # t olmak iizere j-nci TB Y; = g’j)_( (veyay; = g’jg) ile t-nci TB
Y, = a'. X (veyaY; = a'.Z ) arasindaki kovaryans, £ matrisine ait bilgiler kullanildiginda;
Cov(Y;,Y;) = Cov(a';X ,a'X) =a';Cov(X)a, =a;Za,,j#t=12,..,p (2.11)
iken, p matrisine ait bilgiler kullanildiginda;

Cov(Y;,Y,) = Cov(a';Z,a"Z) = a';Cov(Z)a, =a'jpa,,j#t=12,..,p (2.12)
olacaktir.

Esitlik (2.7) veya Esitlik (2.8) ile tanimlanan TB’lerin elde edilmesinde izlenecek yol su
sekildedir:

1-nci TB: Y, = a'; X (veya Y; = @', Z) ile gosterilirse, bu TB a’;a; = 1 yan sart1 altinda en

biiylik varyansa sahip olan Y;, (j = 1, 2, ..., p) dogrusal bagintis1 olmalidir.

2-nci TB: Y, = a’,X (veya Y, = a',Z) ile gosterilirse, bu TB a’,a, =1 ve a’,a,; = 0 yan
sartlar1 altinda Yy den sonra ikinci en biiyiik varyansa sahip olan Y;, (j = 1,2, ...,p) dogrusal

bagintist olmalidir.
Bu sekilde devam ederek;

j—nci TB:Y; = a’;X (veyaY; = a’;Z) ile gosterilirse, u TBaja; =1vet =1,2,..,(j —
1) olmak tizere tiim (j , t ) ikilileri i¢in g'j a; = Oyansartlar1 altinda Y3, Y5, ..., ¥(;_1) den sonra

j-nci en biiyiik varyansa sahip olan Y}, (j = 1,2, ..., p) dogrusal bagintis1 olmalidir.

Bu yolla olusturulacak olan p tane TB i¢in dogal olarak p-nci TB olan Y, = a",X (veya Y, =

ayZ), aya,=1vet=1,2,..,(p — 1) olmak iizere her (p, t ) ikilileri i¢in a’,a, = 0 yan



sartlar1 altinda Y3, Y5, ..., Y1) den sonra j-nci en biiylik varyansa bir diger ifadeyle en kiigiik

varyansa sahip olan Y, dogrusal bagintisidir.

Bu sekilde elde edilen TB’lerin hepsi birlikte diistiniildiigiinde, Esitlik (2.7) ile gosterilen TB’ler

matris formunda;

Y = AX (2.13)

seklinde veya Esitlik (2.8) ile gosterilen TB’ler matris formunda;

Y=AZ (2.14)
seklinde ifade edilebilir. Burada Y’ = [Y1 Y, .. Yp]: 1 X p boyutlu TB’ler vektorii iken
[2,1] A1 A2 0 Agp
A= |£:2 | = [%2r %22 : T G : p X p boyutlu TB’ler katsayilar matrisidir.
lﬂ{oJ ap1 Qp2 = Qpp

TB’lerin elde edilmesindeki yan sartlar dikkate alindiginda; g'j a, = {%)" ]j : flljee , (J,t=
1,2, ...,p) oldugundan, her bir TB i¢in katsay1 vektorleri birim-normal vektorlerdir. Yani bu
vektorler birim uzunluga sahip ve birbirlerine dik (ortoganal) vektorlerdir. Bu sebeple A matrisi
bir ortogonal matristir. Buna gore birbileri ile iliskili olan degiskenlerin (X, k =
1,2,...,pveyaZy,k =1,2,..,p) olusturdugu sistemden, TB’leri elde edebilmek i¢in X (veya
Z ) degiskenler vektoriinii soldan bir ortogonal matris ile ¢carpmak gerekir. Bu takdirde elde

edilecek olan TB’ler birbirleri ile iliskisiz olacaktir.

Esitlik (2.13) [veya (2.14)] ile elde edilen TB’ler vektoriiniin ortalama vektorii ile varyans-

kovaryans matrisi sirasiyla (kitle i¢in);
E(Y) = AE(X) = Ap ve
Cov(Y) = Cov(AX) = Acov(X)A' = AZA' =

(2.15)

iken, E(Y) = AE(Z) = 0 ve



Cov(Y) = Cov(AX) = Acov(X)A' = ApA' = (2.16)

0O 0 - 01;,,

olacaktir. Ozellikle TB’lerin kovaryans matrislerinin elde edilmesinde A matrisinin ortogonal

oldugu dikkate alinmustir.

Simdi once Esitlik (2.7) ile verilen TB’leri temsilen Y = a’'X dogrusal bagintisini ele alalim.
Bu dogrusal bagnti i¢in Esitlik (2.9) geregince Var(Y) = a’Xa olacaktir. Birinci TB’ni
bulmak i¢in bu varyansi, a’'a = 1 yan sart1 altinda maksimize etmeliyiz. Burada hem amag
fonksiyonu olan Var(Y) hem de yan sart olan a’'a = 1 ifadesi ikinci dereceden terimler
oldugundan bu optimizasyon probleminin ¢6ziimiinde Lagrange carpanlart yonteminden

yararlanilir. Bu yonteme gore A > 0 Lagrange ¢arpani olmak iizere Lagrange fonksiyonu;
L(a,2) =Var(Y) - A(e'a-1)=a'%a—A(a'a-1)
olacaktir. Bu fonksiyonun a vektoriine gore tiirevi alinirsa;

oL
5 = 2Za—2a= 2(E-AM,)a=0 =

(E-A1,)a=0 (2.17)

elde edilir. Burada @ # 0 oldugundan |Z —Alp| = 0 olmak zorundadir. Bu esitligin sol
tarafindaki determinantin degeri A’ya gore p-nci dereceden bir polinom olup, bu polinomun
kokleri (p-tane), £ matrisinin 6zdegerleridir. ¥ matrisi simetrik ve pozitif tanimli oldugundan,
Ozdegerleri Ay > A, > -+ > A, = 0 siralamasma uygundur. Elde edilen 4; (j = 1,2, ...,p)
ozdegerleri Esitlik (2.17)’de yerine yazilmak suretiyle olusturulacak olan; (Z — Ajlp)g =0
homojen lineer denklem sisteminin ¢oziim vektorii £ matrisinin 4; 6zdegerine karsilik gelen

birim normal 6zvektorii olacaktir. Bu 6zvektor a jile gosterilir. Oyleki; j,t =1,2,...,p icin

1, j=t = |a;|=1

da, =V la| (2.18)
=)= 0 j#t 2a;la;

ozelligi saglanir. ¥ matrisinin 6zdegerler matrisi A = K6§[Al,12, - /1p] ile 6zvektorler

a;
a;

matrisi de A = l J ile gosterilirse, X matrisi 6zdegerleri ve 6zvektdrleri cinsinden;
!
ap



T=A'AA (2.19)
seklinde yazilabilir. Bu yazilisa £ matrisinin Spektral Ayrisimi denir.

Sonug olarak Esitlik (2.7) ve (2.9) dikkate alindiginda j-nci TB; @';, £ matrisinin 4; 6zdegerine
kargilik gelen birim normal 6zvektor olmak tizere; ¥; = g'jg dogrusal bagmtisidir. Bu TB’nin

varyanst;

Var(V;) =Var(a';X)=a'2a; =2 ,(j=1,2,..,p) (2.20)
dir. Gergekten; Esitlik (2.19) dikkate alindiginda AX = AA’AA ve A ortogonal oldugundan
AA' =1, ve boylece AL =AA = g'jZ = )ljg'j ,(G=1,2,...,p) oldugundan, Esitlik
(2.18)’den Var(Y;) = a';xa ; = A;a’;a ; = A; bulunur. Buna gére her bir TB, X matrisinin bir
(A, a;),(j=1,2,..,p) dzdeger-6zvektdr ikilisi ile ilgilidir. Yani;

1.TB = Y1 = gllz, VaT(Yl) = 11 l

2.TB = Y, =a,X, Var(Y,) = 1, (2.21)

p.TB = Y, = a,X, Var(Y,) = 1,)
olacaktir. Ustelik j # k = 1,2, ..., p i¢in Esitlik (2.11)’e gore; Esitlik (2.19) ve (2.18)’den
Cov(Y;,Yy) = a';Zay = A;,a';a ), = 0 elde edilir, yani TB’ler iliskisizdir. Ayrica Esitlik (2.15)

ve (2.19) dikkate alindiginda A matrisinin ortogonal olmasi sebebiyle TB’ler i¢in kitle varyans

kovaryans matrisi:
Iy = AZA' = AA'AAA’ = A = Ko$[A4, 25, ..., Ay (2.22)
olup, boylece j = 1,2, ..., p igin 0,?}, = Var(Y;) = A elde edilir.

Simdi de Esitlik (2.8) ile verilen TB’leri temsilen Y = a'Z dogrusal bagintisini ele alalim. Bu
dogrusal bagnti i¢in Esitlik (2.10) geregince Var(Y) = a’pa olacaktir. Birinci TB’ni bulmak
i¢in bu varyansi, @a'a = 1 yan sart1 altinda maksimize etmeliyiz. Burada hem amag fonksiyonu
olan Var(Y) hem de yan sart olan a’a = 1 ifadesi ikinci dereceden terimler oldugundan bu
optimizasyon probleminin ¢oziimiinde yine Lagrange carpanlari yonteminden yararlanilir. Bu

yonteme gore A > 0 Lagrange carpani olmak iizere Lagrange fonksiyonu;
L(a,2) =Var(Y) - A(a'a-1)=a'pa—A(a'a-1)

olacaktir. Bu fonksiyonun a vektoriine gore tiirevi alinirsa;



% —2pa-21a=2(p-2,)a=0 =

da

(p—2L,)a=0 (2.23)

elde edilir. Burada a # 0 oldugundan |p—)le| = 0 olmak zorundadir. Bu esitligin sol
tarafindaki determinantin degeri A’ya gore p-nci dereceden bir polinom olup, bu polinomun
kokleri (p-tane), p matrisinin 6zdegerleridir. p matrisi simetrik ve pozitif tanimli oldugundan,
ozdegerleri A4 > A, > -+ > A, = 0 siralamasina uygundur. Elde edilen 4; (j = 1,2, ...,p)
0zdegerleri Esitlik (2.23)’de yerine yazilmak suretiyle olusturulacak olan; (p — Ajlp)g =0
homojen lineer denklem sisteminin ¢6ziim vektorii p matrisinin 4; 6zdegerine karsilik gelen

birim normal 6zvektorii olacaktir. Bu 6zvektor a jile gosterilir. Oyle ki; j,t =1,2,..,pi¢in

1, j=t = =1

da. =" T la | (2.24)

/= 0 j#t =»ajla;

ozelligi saglanir. p matrisinin 6zdegerler matrisi A = K6§[Al,/12, - /1p] ile Ozvektorler
[41]

matrisi de A = i%z | ile gosterilirse, p matrisi 6zdegerleri ve 6zvektorleri cinsinden;
lg;,J

p=AAA (2.25)

seklinde yazilabilir. Bu yazilisa da p matrisinin Spektral Ayrisimi denir.

Sonug olarak Esitlik (2.8) ve (2.10) dikkate alindiginda j-nci TB; a’;, p matrisinin A; 6zdegerine
karsilik gelen birim normal 6zvektor olmak tizere Y; = g’j}_( dogrusal bagintisidir. Bu TB’nin

varyansi,
Var(V;) =Var(a';X)=a'jpa;=2%4,(G =1,2,..,p) (2.26)

dir. Gergekten; Esitlik (2.25) dikkate alindiginda Ap = AA’AA ve A ortogonal oldugundan
AA' =1, ve boylece Ap=AA = g'jp = Ajg'j ,(G=1,2,...,p) oldugundan, Esitlik
(2.24)'den Var(Y;) = a’;pa; = A;a’;a ; = A; bulunur. Buna gore her bir TB, p matrisinin bir

(A, a;),(j =1,2,..,p) dzdeger-6zvektdr ikilisi ile ilgilidir. Yani;
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1.TB = Yl = gllg, VaT'(Yl) = /‘{1 \
2.TB = Y, =a%Z, Var(y,) = Azf (2.27)
p.TB = Y, =a',Z, Var(y) = 1,

olacaktir. Ustelik j # t = 1,2, ..., p icin Esitlik (2.12)’ye gére; Esitlik (2.25) ve (2.24)’den

Cov(Y;,Y,) =a'jpa, = 4a’ja, =0 elde edilir, yani p matrisi kullanilarak standart
degiskenlerin dogrusal fonksiyonlar1 seklinde elde edilen TB’ler de iliskisizdir. Ayrica Esitlik
(2.16) ve (2.25) dikkate alindiginda A matrisinin ortogonal olmasi sebebiyle TB’ler igin kitle

varyans kovaryans matrisi:
Iy = ApA' = AA'AAA’ = A = Ko$[44, 22, .., Ay (2.28)

olup, boylece j = 1,2, ..., p igin 0,?}, = Var(Y;) = A elde edilir.
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