I1.2.2 Ornek Temel Bilesenleri

X = [X1X2 Xp]: p X 1 boyutlu rastgele degiskenleri vektoriiniin olusturdugu kitle i¢in kitle
ortalama vektori E()_() = p:p x 1, kitle varyans-kovaryans matrisi Cov(g) =X:pXpve

kitle korelasyon matrisi Kor(X) = cov(Z) = p : p x p olsun. X;,(j = 1,p) degiskenlerinin
ayni tiirden (veya farkli tiirden) 6lglim birimlerine sahip oldugunu ve ¥ matrisinin (veya p
matrisinin) de bilinmiyor oldugunu kabul edelim. Bu durumda TB’leri elde edebilmek icin
oncelikle bu kitleden n birimlik bir rastgele 6rnek cekilerek bilinmeyen kitle parametreleri en
¢ok olabilirlik yontemi kullanilarak bu &rnek yardimiyla tahmin edilir. Ornek birimleri

X1,X,, ..., X, gozlem vektdrleri olmak iizere Bolim 1°de belirtildigi tizere; p parametresinin
en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi X ornek ortalama vektorii, £ parametresinin en gok olabilirlik
tahmin edicisi S 6rnek varyans-kovaryans matrisi ve p parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisi R drnek korelasyon matrisidir. Baglangig sistemine ait X, (k = 1, p) degiskenleri aymi
tirden Ol¢iim birimlerine sahipse, TB’ler § 6rnek varyans-kovaryans matrisine ait bilgi

kullamilarak elde edilir. Baslangig sistemine ait X, (k = 1,p) degiskenleri farkli tiirden 6l¢iim
birimlerine sahipse, bu takdirde TB’ler R 6rnek korelasyon matrisine ait bilgi kullanilarak elde
edilir.

Kabul edelim ki TB’lerin elde edilmesinde S matrisine ait bilgiler kullanilacak olsun. Bu

durumda elde edilecek olan TB’ler baslangi¢ sistemine ait ve birbirleri ile iliskili olan X, (k =
m) degiskenlerinin dogrusal fonksiyonlari olacaktir. TB’lerin elde edilmesinde kitle varyans-
kovaryans matrisinin kullanildig1 durumda izlenen yol kullanilarak 6rnekleme ait TB’ler de
elde edilebilir. Buna gore j = 1, 2, ..., p igin (ij, @j) ikilileri S matrisine ait 6zdeger-6zvektor

ikilileri olmak tizere j-nci TB;
Y; = @,X = Qj Xy + Xy + o+ G pXp (2.29)

olarak elde edilir. Oyle ki j = 1,2, ..., p igin j-nci TB’nin varyans;

Var(Y,) = Var(@,X) = a@';Var(X)a, = a’;sa; (2.30)
olur. § matrisinin 6zdegerler ve 6zvektorler matrisleri sirasiyla, A=K 65[21, 12 y e, ip]

a
a,

ve A = [ J olmak iizere, S matrisinin spektral ayrisimmin S=A’A4 oldugu ve A matrisinin
a,



ortogonal oldugu dikkate alindiginda AS = AA'AA = AA yazilabilir. Boylece j = 1,2, ...,p

igin@’;§ = Zj a@’; oldugu Esitlik (2.30)’da kullamlirsa, j-nci TB’nin varyansinin;
var(Y) = 4 a@a; = 4 (2.31)
oldugu goriiliir. Ayricaj # t = 1,2, ..., p igin j-nci ve t-nci TB’lerin kovaryansi,
cov(Y,,Y,) = Cov(@ X, @', X) = @,Cov(X)a, =a@,Sa,,j #t = 1,2,..,p (2.32)

olup, @'’;s = /@- a’; esitligi ve A matrisinin ortogonal oldugu dikkate alindiginda C 017(Y]- Y, =
2 a'’;a, =0 elde edilir. Ciinkii @; L @, oldugundan @’;@, = 0 dir, yani § 6rnek varyans
kovaryans matrisine ait bilgi kullanilarak baglangic degiskenlerinin dogrusal fonksiyonlari

olarak elde edilen 6rnek TB’leri iliskisizdir. Bu TB’lerin varyans-kovaryans matrisi ise

P P

Sy = Cov(Y) = Cov(AX) = ACov(X)A' = ASA' = AA'AAA' =A (2.33)
olacaktir. Boylece j = 1,2, ..., p i¢in S;J. = Var(Y}) = /ij elde edilir.

Simdi de TB’lerin elde edilmesinde R 6rnek korelasyon matrisine ait bilgiler kullanilacak olsun.
Bu durumda elde edilecek olan TB’ler standart degiskenler sistemine ait ve birbirleri ile iligkili
olan Z,, (k = 1, p) degiskenlerinin dogrusal fonksiyonlar1 olacaktir. TB’lerin elde edilmesinde
kitle korelasyon matrisinin kullanildig1 durumda izlenen yol kullanilarak 6rnekleme ait TB’ler
ornek korelasyon matrisinden de elde edilebilir. Buna gore j = 1,2, ..., p igin (/ij, a j) ikilileri

R matrisine ait 6zdeger-6zvektor ikilileri olmak {izere j-nci TB;

Yj = @,]Z = Aj1Z1 + aj2Z2 + + ﬁj pr (234)

olarak elde edilir. Oyle ki j = 1,2, ..., p igin j-nci TB’nin varyanst;
Var(y) = Var(@'jl) =a;Var(Z)a, = a;Ra, (2.35)

olur. R matrisinin 6zdegerler ve 6zvektorler matrisleri sirasiyla, A=K 65[21, /12 y e, ip]

@
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ve A = 22‘ olmak iizere, R matrisinin spektral ayrisimmin R=A'A4 oldugu ve A matrisinin

a,
ortogonal oldugu dikkate alindiginda AR = AA’AA = AA yazlabilir. Béylece j = 1,2, ...,p

igin@';R = /Tj @’; oldugu Esitlik (2.35)’de kullamlirsa, j-nci TB’nin varyansinin;



Var(Y) =4 @;a; = 4 (2.36)
oldugu goriiliir. Ayricaj # t = 1,2, ..., p i¢in j-nci ve t-nci TB’lerin kovaryansi;
Cov(Y;,Y,) = Cov(@,Z,@",Z) =a@';Cov(Z)a, =a';Ra,,j#t=12..,p (2.37)

olup, @R = /"{j a’; esitligi ve A matrisinin ortogonal oldugu dikkate alindiginda C 017(Y]- Y) =

!

A @@, = 0 elde edilir. Ciinkii @; L @, oldugundan @ f

; a; a, = 0 dir, yani R 6rnek varyans

kovaryans matrisine ait bilgi kullanilarak standart degiskenlerinin dogrusal fonksiyonlari olarak

elde edilen 6rnek TB’leri de iligkisizdir. Bu TB’lerin varyans-kovaryans matrisi ise yine

P N

Sy = Cov(Y) = Cov(AZ) = ACov(Z)A' = ARA' = AA'AAA' = (2.38)
olacaktir. Boylece j = 1,2, ..., p i¢in S&J. = Var(Y}) = /ij elde edilir.

Teorem:1 Baslangi¢ degiskenler sistemine veya standart degiskenler sistemine ait toplam

varyans, TB’lerin varyanslarinin toplamina esittir.
Ispat i) Baslangic degiskenler sistemi igin:

Baslangi¢ degiskenler sistemi X : p X 1degiskenler vektorii ile gosterilsin ve C ov(z) =X:

p X p olsun. Eger ¥ matrisi biliniyorsa baslangi¢ sistemine ait toplam varyans;

0hop. = 12(Z) = Xh_, 0Z ....(1)

dir. £ matrisinin 6zdegerler ve 6zvektorler matrisleri sirasi ile A ve A olmak iizere, spektral
ayristimi X = A'AA oldugunu biliyoruz. £ matrisinden elde edilen TB’ler j = 1,2, ..., p i¢in
Y; = a’;X olup, varyansi Esitlik (2.20) geregince Var(Yj) = A; dir. Boylece TB’lerin

varyanslarinin toplami;
boVar(Y) =30 4 = A+ A + -+ 4, ... (i)
olur. Diger taraftan;
Otop. = 12(2) = 1z(A'AA)
= 1z(AAA') [Carpilabilir A ve B matrisleri i¢in [z(AB) = i1z(BA) oldugundan]
=Iz(A) , (A ortogonal matris oldugundan AA’ = I, dir)

=% 1%, (A=Kos[A;, A2, ... , Ap] oldugundan)..... (iii)



yazilabilir. (1), (i1) ve (ii1) dikkate alindiginda;
OFop. = They O = Xh_y 4 = X, Var(¥;) elde edilir.

Eger ¥ matrisi bilinmiyorsa baslangi¢ sistemine ait toplam varyansin tahmini;

672"01). = 1z(S) = z=1 S;%k ..(1v)

dir. S matrisinin 6zdegerler ve 6zvektorler matrisleri siras1 ile A ve A olmak iizere, spektral
ayrisimi S = A’AA oldugunu biliyoruz. S matrisinden elde edilen TB’ler j = 1,2, ...,p icin
Y; =@’;X olup, varyansi Esitlik (2.31) geregince Var(Yj) = ij dir. Boylece TB’lerin

varyanslarinin toplama;
PVar(V) =3 L=+ A+ + 1, ...(V)

olur. Diger taraftan;

6%p. = 12(8) = 1zA'AA
= iz(AAA') [Garpilabilir A ve B matrisleri i¢in iz(AB) = iz(BA) oldugundan]
=1z(7\) , (A ortogonal matris oldugundan A4’ = I, dir)
= Z;):lij , (A =Kés[4;,4;, ... ,A,] oldugundan)..... (vi)

yazilabilir. (iv), (v) ve (vi) dikkate alindiginda;

6Fop. = Yot SHk = ;’zlij =, Var(Y;) elde edilir.

ii) Standart degiskenler sistemi icin:

Standart degiskenler sistemi Z :p X 1 degiskenler vektorii ile gosterilsin ve Cov(g) =

KOT'(K) = p : p X p olsun. Eger p matrisi biliniyorsa standart degiskenler sistemine ait toplam

varyans,
Otop. = 12(p) = p .....(Vii)

dir. p matrisinin 6zdegerler ve 6zvektorler matrisleri sirasi ile A ve A olmak iizere, spektral
ayrisgtimi p = A'AA oldugunu biliyoruz. p matrisinden elde edilen TB’ler j = 1,2, ..., p i¢in
Y, = g'jg olup, varyans:t Esitlik (2.26) geregince Var(Yj) = J; dir. Boylece TB’lerin

varyanslarinin toplama;



b Var(Y;) = X014 = A+ A + -+ Ay (Vi)

olur. Diger taraftan;

0Fop, = i2(p) = I2(A'AR)
= 1z(AAA') [Carpilabilir A ve B matrisleri i¢in [z(AB) = Iz(BA) oldugundan]
=Iz(A) , (A ortogonal matris oldugundan AA’ = I,, dir)
=% 14, (A=Kos[A, Az, .. , Ap] oldugundan)..... (i)

yazilabilir. (vii), (viii) ve (ix) dikkate alindiginda;

Ofop. =D = Dp-1 4 = Xj—q Var(Y;) elde edilir.

Eger p_matrisi bilinmiyorsa standart degiskenler sistemine ait toplam varyansin tahmini;

Gfop. = 1z(R) = p ....(X)

dir. R matrisinin 6zdegerler ve 6zvektorler matrisleri sirasi ile A ve A olmak iizere, spektral
ayristmi R = A’AA oldugunu biliyoruz. R matrisinden elde edilen TB’ler j = 1, 2, ..., p icin
Y; =@’;Z olup, varyansi Esitlik (2.36) geregince Var(Yj) = /Tj dir. Boylece TB’lerin

varyanslarinin toplama;
PoaVar(V) =30 A=A+ Ay + -+ 4y o (XD)

olur. Diger taraftan;

67op. = 1z(R) = 1zA'AA
= iz(AAA') [Garpilabilir A ve B matrisleri i¢in {z(AB) = 1z(BA) oldugundan]
=iz(K) , (A ortogonal matris oldugundan A4’ = L, dir)
= Z;’zlij , (A= Kég[il Ay ,/fp] oldugundan)..... (xii)

yazilabilir. (X), (Xi) ve (xii) dikkate alindiginda;

Gfop. = P = Xb_1 A = X}, Var(Y;) elde edilir.

TB’ler elde edildikten sonra her bir TB’nin baglangic sistemine ait toplam varyansi hangi

oranda acikladigi ile ilgilenebilecegimiz gibi ilk k tane TB’nin toplam varyansi agiklama orani



ile de ilgilenebiliriz. Son durum 6nemli TB sayisina karar vermede bir kriter olarak da

kullanilabilir.

j-nci TB’nin toplam varyansi agiklama orani (j = 1, 2, ..., p) igin;

(A
_J , X matrisi kullanilmis ise
[z(X%)

A . .
- , S matrisi kullanilmis ise
[z(S)

v.A0(Y)={ "} (2.39)

— , P matrisi kullanilmis ise
1z(p)

i . |

- , R matrisi kullanilmis ise
\1z(R)

esitligi ile verilir. A; > 4, > ... > A, = 0 swralamas: geregince, toplam varyansi en fazla

agiklayan 1-nciTB (Y;) ve en az agiklayan ise p-nci TB (Yp) olacaktur.

Diger taraftan ilk k tane TB’nin toplam varyansi a¢iklama orani ise;

(Al +Az + +Ak

: , X matrisi kullanilmis ise
[z(%)
/:1\.1+/:1\.2+“‘+2k .. .
2(5) , S matrisi kullanilmis ise
Z
V.A.0 (Y,Ys, ..., Y3) = Ay 4 Ay 4 ot Ay N . (2.39)
- , P matrisi kullanilmis ise
1z(p)
A+ A+t A - .
- , R matrisi kullanilmis ise
\ 1z(R)

esitligi ile elde edilir. Eger p degeri biiylik oldugunda, ilk k tane temel bilesen i¢in bu varyans
agtklama oram %80 veya daha biiyiik elde edilirse, 0 zaman fazla bilgi kaybi olmadan bu TBler
orijinal p tane degiskenin olusturdugu baslangi¢ sistemi yerine kullanilabilir. Boylece
baslangigta birbiri ile iligkili olan p tane degiskeninin olusturdugu sistem, TBA ile birbiri ile

iliskisiz k tane (k < p) TB’nin olusturdugu bir sisteme indirgenmis olur.

Simdi ¥ matrisi kullanilarak elde edilmis olan Y; = g’j}_( = a1 X1 + apXy + ot apX,,j =
1,2,...,k, (k <p) TB’nini ele alalim. Her bir TB, X;,t = 1, 2, ..., p degiskenlerinin dogrusal
fonksiyonu oldugundan, Y; TB’i ile X; degiskeni iligkilidir. Burada a;; katsayis1 X,
degiskeninin Y; TB’i lizerindeki agirhi@mi ya da Onemini ifade eder. a;; katsayisi mutlak
degerce en biiyiik olan degiskenin j-nci TB tlizerindeki 6nemi digerlerinden daha fazladir. Diger
bir ifadeyle bu degisken j-nci TB’nin varyansina (/1]-) en fazla katkiy1 yapmaktadir. j-nci TB

ile t-nci degisken (X;) arasindaki iliskinin 6lgiisii (yani korelasyonu):



A *ap
wvx, =——— ,JJ=L2,...kt=12..,9g (2.40)
] O
ile verilir. Benzer sekilde TB’ler S, p veya R matrisi ile elde edildiginde TB’ler (Y}) ile
baslangi¢ degiskenleri (X;) Yya da standart degiskenler (Z,) arasindaki iliskiler Esitlik
(2.40)’a benzer sekilde gosterilebilir. Eger TB’lerin elde edilmesinde § matrisi kullanilmis

ise (Y;) ile TB’ni ile X; degiskeni arasindaki korelasyon;

ryj‘Xt = ,j = 1,2,...,k; t = 1,2,...,g

esitligi ile; eger TB’lerin elde edilmesinde p matrisi kullanilmus ise (Y;) ile TB’ni ile Z, standart

degiskeni arasindaki korelasyon;
v,z = \//17* ai ,j=12,...k;t=12,..,9 (2.42)

esitligi ile; eger TB’lerin elde edilmesinde R matrisi kullanilmis ise (Y;) ile TB’ni ile Z; standart

degiskeni arasindaki korelasyon;
Ty;z, = \//17] * djt J=12, ... kt=12,..,9 (2.43)

esitligi ile elde edilir.

Diger taraftan elde edilen TB’ler kullanilarak, baslangic sistemindeki her bir 6rnek birimi i¢in
bir TB skoru bulunabilir. i = 1, 2, ..., n olmak {izere i-nci 6rnek birimi X ; gézlem vektorii olup,
bu gézlem vektorii i¢in:

1.TB skoru y,; = @, X;

2TBskoruy,; =a%X; ,i=1,2,..,n (2.44)

k-nc1 TB skoru yy; = a', X ;

olur. Boylece i-nci gozlem vektorii icin TB skorlart matris formunda;



Yii a’y

Y, = Iyz“ = [92 X;=AX;,i=12.n (2.45)
Yki a’

seklinde bir vektor ile ifade edilir. Sonug olarak baslangi¢ sistemine ait n birimlik bir 6rnek,

yine n birimlik birTB skor verisine doniisiir. Ancak; baslangi¢ sistemine ait veri matrisi p X n

boyutlu iken, TB skorlar1 matrisi k X n boyutlu ve k < p dir.



