3. PREDIKSiYON, KESTiRiM (ENTERPOLASYON-EKSTRAPOLASYON)

Verilen (X1,Y1), (X2,¥2),...., (Xn,Yn) degerlerinden yararlanarak herhangi bir x; degeri i¢in olmasi gereken y; degerinin
hesaplanmasi islemine prediksiyon denir. x; degeri verilen x degerleri arasinda ise isleme enterpolasyon, disinda ise
ekstrapolasyon denir. Boyle bir islem i¢in bilinmeyen bir fonksiyon, x degerleri ve kullanilan enterpolasyon fonksiyonu
yardimiyla basit bir sekilde tanimlanmaya c¢alisilir. Enterpolasyon islemi enterpolasyon icin se¢ilen fonksiyona gore

dogrusal, polinomsal, {icgen v.b. enterpolasyon olarak ayrilabilir.

o Dogrusal Enterpolasyon : Verilen x,y degerleri arasinda dogrusal bir iligki varsa enterpolasyon islemi,

Lii}(xp — xi) esitligiyle yapilir.




Ornek :

i X y
1 3,000 5,000
2 14,000 8,000
3 8,000 6,364
_ (Y2 B yl)
Y =Yi+ (2 _Xl)(xs X,)

Ornek : f=¢” fonksiyonunun x=0.2 i¢in y=1.221 x=0.3 igin y=1.350 ise x=0.26 i¢in degeri nedir?

Ys =Y +M(X3 _Xl)

Xy — Xl)
1 0,200 1,221
2 0,300 1,350
3 0,260 1,298




o Polinomsal Enterpolasyon : Verilen x,y degerleri arasinda polinomsal bir iligki oldugunun diisiiniilmesi

durumunda polinomun derecesine gore verilerle ¢6ziim yapilir.

Ornek :
i X y
1 3,000 5,000
2 4,000 2,000
3 1,000 3,000
4 2,000

2.derece polinom ax*+bx+c=y seklindedir. Veriler bu formiilde uygulanirsa,

5=9a+3b+c |a=-1.333 333 6,335 2
2=16a+4b+c! b=6.333 y =-1.333x° +6.333x —

3=a+b+c c=—2 X =2icin y =5.334



Ornek :

i X y

1 1,000 -2,000
2 2,000 2,000
3 3,000 14,000
4 4,000

-2=a+b+c |a=4
2=4a+2b+c ;b=-8
14=9+3b+cjc=2

y =4x" —8x +2
X=4iciny =34

o Langrange Enterpolasyonu : Verilen x,y degerleri ile yazilacak Langrange enterpolasyon formiil asagidaki

sekildedir.

(X =X X=X, e X=X (X = X )X = X))

X; _Xl)(xi _Xz) -------- (Xi _Xi—l)(xi _Xi+1) ------ (Xi _Xn)

y= ;Li(x)-yi Lisy = (



Ornek :

i X y

1 3,000 5,000
2 4,000 2,000
3 1,000 3,000
4 2,000 5,334

(x-4)x-1)_ 1/,
' (3-4)3-1) :_E(X ~5wd)
x-3)x-1) 1/,
L. = ((4—3324—1) 5( _4X+3)
(x-3)x-4) 1/,
L3 = (1_3)(1_4) E(X —7X+12)

y = ZyiLi(X) =-1.333x% +6.333x -2 =
i=1

X =2icin y =5.334



Ornek :

i X y
1 5,000 3,000
2 8,000 1,000
3 9,000 5,000
4 4,000 18,335
L) L) I N NP )
" (5-8)(5-9) 12
L, _ (x=5)x-9) = L2 ~14x 1 45)ly = 1.667x> — 24.338x + 89.015 = x = 4icin y =18.335
- (8-5(8-9) 3
L,= ()(_5—)()(_8) = E(Xz —13x + 40)
(9-5)9-8) 4
o Ucgen Enterpolasyon : Bu enterpolasyon iki yada daha fazla degisken grubu igerir. Verilen x,y,z degerlerine

gore bir diger noktanin x,y degerine karsilik gelen z degerini bulmak i¢in ii¢ noktadan gecen diizlem denklemi yazilir. Bu

denklem z = ax+by+c seklindedir.



i X y z

1 X4 Y1 Z4

2 X2 Y2 Z

3 X3 Y3 Z3

P Xp Yo z,=?
z,=ax,+by, +c) |z X, y, 1lfla a x, y, 17z,
z,=ax,+by,+cy|z,|=|%X, Yy, 1l||b|=|b|=|%x, VY, 1| |z,
Z,=aX, +by, +c| |z, X; Y, 1fjc c X; Ys 1| |z,

-1
X,y 1 o-ys)  Os=v)  (i-y.)
1

X, ¥, 1] = det A (Xs _Xz) (Xl_x3) (Xz _Xl)
X3 Y3 1 (X2y3_X3y2) (X3y1—le3) (leZ_XZyl)

det A=x,(y, — ;)= X, (Y: —¥3)+ X5 (¥, - ¥>)

[(X2y3 - Xsyz)zl +(X3yl - le3)22 + (lez _Xzyl)ZS]

1
a :m[(yz _y3)21 +(y3 _y1)22 +(Y1 _Y2)Zs]
1
= det A [(Xs _XZ)ZI +(X1 —X3)22 +(X2 _Xl)ZS]
C=——
det A

z, =ax, + by, +cesitligiyle ¢6ziim yapilir.



Ornek :

3,000 5,000 6,000
2,000 1,000 0,000
5,000 2,000 1,000
4,000 3,000 2,725

BlWIN|=]=

det A= 3*(1-2)-2*(5-2)+5*(5-1)=11

a =1—11[(1—2)6+(2—5)0+(5—4)1]=—0.182
b:1—11[(5—3)6+(3—5)O+(2—3)L]=1.545
1

c= 1—1[(4—5)6+(25—6)0+(3—10)1]= ~1.182

2 =-0.182x+1.545y-1.182 1se x =4 ve y =3 i¢in z = 2.725



noktasimin x,y degerine karsilik gelen z de§erini bulmak i¢in dort noktadan gecen bilineer yiizey denklemi yazilir. Bu

Dortgen (bilineer) Enterpolasyon : Bir P noktasiin yakinindaki dort noktanin xsysz degerleri biliniyorsa P

denklem z=ax+by+cxy+d seklindedir.

i X y z

1 X4 Y1 Z4

2 X7 Y2 Z;

3 X3 Y3 Z3

4 X4 \Z Z,

P Xp Yo z,=?
z, =ax, +by, +cx,y, +d X,
z, =ax, +by, +cx,y, +d X
z, =ax, + by, +cx,y, +d -
z, =ax, +by, +cx,y, +d X

X1Y1
X2Y
X3Y3
X4Y4

T

o O T Q@

o O T Qo

Y1
Y2
Y3
Ya

a, b, ¢, d bulunur. z, =ax, +by, +cx,y, +desitligiyle ¢6ziim yapilir.

X1Y1
X2Y>
X3Y3
X4Ya

[ = = =
N
w



Ornek :

i X y z

1 1,000 1,000 1,000

2 2,000 5,000 2,000

3 3,000 6,000 2,000

4 4,000 1,000 1,000

P 2,000 3,000 1,500
atb+ctd =1

2a+5b+10c+d = 2

3a+6b+18c+d = 2

4a+b+4c+d =1
a=0.05b=0.35¢=0.05d=0.65

z = 0.05x+0.35y—0.05xy+0.65 ise x =2 vey =3 igin z= 1.5



4. SONLU FARKLAR YONTEMI VE SONLU FARKLAR YONTEMI ILE ENTERPOLASYON
Belli noktalarda belirlenmis olan bir fonksiyonun bilinmeyen noktalarindaki degerinin hesabi i¢in sonlu farklar
yontemi kullanilabilir. Belli bir aralikta verilen f(x) fonksiyonunun h basamakl ileri, geri ve merkezi sonlu farklar yontemine

gore ¢coziimleri olusturulan bir katsayilar tablosu yardimiyla yapilabilmektedir.

1. Ileri Yon Sonlu Farklar Yontemi ve Enterpolasyon:

y Yool y=fx
L ittt N, Il !
V73 Y Y | : |
Ay 1 1 1
Y1 ““¢'“l """"" ! X . :
1Ayo | | : |
Yoo p¥oma— . | : | |
'h L h o h o

v

Xo X1 X2 X3 X4




AY, =Y, -Y,
AY, =Y, =Y,
AY, =Y, .Y,
dy_ Ay
dx_h:yxnw h
dly _

dx?  h?

A?Y, =AAY,)=A(Y, = Y,) =AY, -AY, =Y, =Y, = (Y, =Y, ) =Y, -2Y, +Y,
A%Y, = A(A%Y, )= A(Y, —2Y, + Y, )= Y, -3Y, +3Y, - Y,

lA”YO = AATYY, ) =AY, - A",

X v AY A%Y A%Y A*Y
0 -6 7 26 30 0
1 1 33 56 30 0
2 34 89 86 30

3 123 175 116 -

4 298 291

5 589

Sabit terimler ¢ikti. Denklemin derecesi 3’diir.

\/




e Ileri Yon Sonlu Farklar Yontemi Ile Enterpolasyon (Gregory-Newton Enterpolasyon Bagintilarr)

AY, =Y, =Y, Y, =Y, +AY, =(1+A)Y,
AY, =Y, =Y, |Y,=Y, +AY,=(1+A)Y,=(1+A)Y,
AY,=Y,-Y, Y=Y, +AY,=1+A)Y,=01+A)Y,

AYm = Ym+l -Y Ym+1 = Ym + AYm = (1 + A)Ym = (1 + A)m+l YO

m

Y, =1+A)Y, 0<lp|<1

Y, =Y, +EAYo er(p—_l)AzYo +MA3Y0 S
1! 2! 3!

Ornek : Yo =5%°—2x*+4x-6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<5 aralif1 i¢in ileri yon sonlu farklar tablosundan x=0.3 ise y’yi

hesaplayiniz.

X Y AY A%Y AY AYY
= 0 [-6 =Y, |7 =AY, [26=A"Y([30=A%Y,|0 =A"Y,

1 1 33 56 30 0

2 (34 89 86 30

3 [123 175 116

4 |298 291

5 [589




Y, =Y, + 2 Ay, LP0-0) oy PR-UP-2) oy, P-DP-2(P-3) ey
1 21 31 a1
:—6+0.3*7+%*(—0.7)*26+%*(—0.7)*(—1.7)*30+g*(—OJ)*(—l.?)*(—Z.?)*O

Yp
Y, =—4.845

Ornek : Yy =5x*=2x*+4x-6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<5 aralif1 i¢in ileri yon sonlu farklar tablosundan x=0.8 ise y’yi

hesaplayiniz.
X Y AY A%Y A%Y AR
0 |6 7 26 30 0
1 |1 =Y, [33=AY, [56=A"Y([30=A%Y,|0 =A"Y,
2 |34 89 86 30
3 |123 175 116
4 298 291
5 [589
p= &_1 =-0.2



v -y s Py o PP-1) oy, P(P-2NP-2) oy, P(P-2UP-2)P-3) .y
S | ] ° 3! ’ 41 °
Y, =1+ (-0.2)*33+@*(—1.2)*5&@*(—1.2)*(—2.2)*30+%*(—1.2)*(—2.2)*(—3.2)*0

Y, =-152

Ornek : Y =Xx°—6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<6 aralig1 i¢in ileri yon sonlu farklar tablosundan x=0.3 ve x=1.8 ise y’yi

hesaplayiniz.
X Y AY AY A%Y AN
0 -6 1 6 6 0
1 |5 7 12 6 0
2 2 19 18 6 0
3 21 37 24 6
4 58 61 30
5 119 91
6 (210
0.3-0
=—=03
P h
Y, =-5.973
1.8-2
=22 =02
P h



Geri Yon Sonlu Farklar Yontemi :

Yo
Y1
Y2

Y3
Ya

y=f

v

VY, =Y, -Y,
VY, =Y, -Y,

VYm = Ym+1 - Ym

VY, =V(VY,)=V(Y, =Y, )=VY, - VY, =Y, =Y, - (Y, - Y,)=Y, - 2Y, + Y,
V2, =V(V2Y, )=V(Y, - 2Y, + Y, )= Y, —3Y, +3Y, - Y,

.V”YO =v(VTY, )= vy, - vty



Ornek : Yo =5%°—2x*+4x-6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<5 aralif1 igin geri yon sonlu farklar tablosunu hesaplayniz.

X Y vy | v | ¥ | v

0 -6

1 1 7

2 34 33 26

3 123 89 56 30

4 298 175 86 30

5 589 291 116 30

e Geri Yon Sonlu Farklar Yéntemi ile Enterpolasyon (Gregory-Newton Enterpolasyon Bagintilari)

Y, =1-V)"Y, 0<|p/<1

Y, =Y + DY+ —p(p; Dy2y, PR+ Ap+2) +2fp 2oy,



Ornek : Yy =5x*—2x*+4x-6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<5 aralif1 igin geri yon sonlu farklar tablosundan x=4.3 ise y’yi

hesaplayniz.
X Y vy [ v | ¥vY | v
0 -6
1 1 7
2 34 33 26
3 123 89 56 30

— 4 298 175 86 30 0
5 589 291 116 30 0
43-4

=——=0.3
P h

Y, =Y, +%va n p(p;l)vzvo +WA3YO n p(p+1)(P4w: 2)(p+3)A4YO
0.3*13,

L 03%13%23, . 03*13*23*33,

24

86 30

0

Y, =298+ (0.3)*175 +
Y, =371.755



Ornek : Y =X°—6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<6 aralif1 igin geri y6n sonlu farklar tablosundan x=5.4 ve x=4.5 ise y’yi

hesaplayniz.
X Y AY AY | A% | Ay
0 -6
1 -5 1
2 2 7 6
3 21 19 12 6
4 58 37 18 6 0
5) 119 61 24 6 0
6 210 91 30 6 0
54-5
=——=04
P h
Y, =151.464
45-5
=272 05
P h

Y, =85.125



° Merkezi Sonlu Farklar Yontemi :

=f
Va | . ()
72 s . |
R =T
P2 yp e —
Yiewe 0 [Tt - I b |
Yi e i E | : : | E
Yz S T S A A
Yo o|------- A R
2 b2 hi2 ih2 b2 b2 bz ihi2
Xo X1 X2 X3 X4
X1/2 X1+1/2 X2+1/2 X3+1/2
Y, =Y, =Y, ]8%Y, =8(8Y,)=8(Y, - Y,)=08Y, -8Y, =Y, =Y, = (Y, =Y, )=Y, - 2Y, + Y,
3Y, =Y, =Y, |8°Y, =08(82Y,)=5(Y, —2Y, + Y, )=Y, —3Y, +3Y, - Y,
Y = Yo = Yo | 8"V, =8(3"1Y, )=06"1Y, — 8",




Ornek : Yo =5%°—2x*+4x-6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<5 aralif1 i¢in ileri yon sonlu farklar tablosunu hesaplayiniz.

X \% AY A%Y ASY AYY
o e I

2 34 :g 56 28 0
3 123 e 86 0 0
4 298 Th 116

5 589

2

Ornek : Yo =5Xx°—2x*+4x-6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<5 aralif1 igin geri yon sonlu farklar tablosundan x=2.3 ise y’yi

e Merkezi Sonlu Farklar Yontemi ile Enterpolasyon (Bessel Bagintisi)

Y, +Y;

2

j + (p _ 0'5) dY,, +

hesaplayiniz.

1!

p(p-1)

8%Y, +8%Y,

L Pp-05(p-1) s,

2!

|

2

|

3!



X Y AY A%Y A’Y A%Y
1 7 =
N N
3 123 o 86 0 0
4 298 o1 116
5 589

oo 23-2 .,

v Z[Yo +Y1j+(p-0-5)5Y p(p—l){?)zYo +52Y1J+ p(p-05)p-1) s,

P 2 1 LAY 2 3! He
Y, :(34 +2123j . (0.310.5)*89 . 0.3*(2— 0.7)*(56 ; 86} . 0.3*(- o.é)*(— o.7)*30

Y, =53.455



Ornek : Y =X°—6 fonksiyonunun h=1 ve 0<x<6 aralig1 i¢in geri yon sonlu farklar tablosundan x=3.6 ve x=4.2 ise y’yi

hesaplayniz.
X Y AY AY | A% | Ay
0 -6
1 -5 1
2 2 7 6
3 21 19 12 6
4 58 37 18 6 0
5) 119 61 24 6 0
6 210 91 30 6 0
3.6-4
=——=0.6
P h
Y, =40.656
42-4
= =02
P h

Y, =68.088



